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Вступление, часть I

Лу готовится 

к космическому путешествию
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Дорогие ребята!

Помните ли Вы слоненка Лу из книги «Математические приключения слоненка Лу и его Друзей»? Книга вышла несколько лет назад. За это время слоненок Лу подрос и повзрослел. До нас дошли слухи, что сейчас он с Друзьями изучает геометрию и астрономию, активно готовясь к космическому путешествию.
Вы спросите, почему слоненок Лу мечтает cлетать в космос?

Ну, хотя бы потому, что обезьянки много раз бывали в космосе, собачки – тоже, даже какие-то там мышата…

А вот слоны ни разу!

Понятно, что взрослого слона тяжеловато вывести на космическую орбиту, зато слоненка, тем более умного и сообразительного – в самый раз!..

В старые времена считалось, что планета Земля – плоская и стоит она не на чем-нибудь, а на трех слонах. Можете себе представить, какой гордостью наполнялись при этом сердца всех прародителей слоненка! Но сейчас – увы! – никто так не считает. И это очень обидно. Тем более, что на карте звездного неба есть и созвездие Жирафа, и созвездие Льва, и даже Гончих Псов. А созвездия Слона пока что нет… Поэтому было бы очень даже справедливым и своевременным появление в семействе слонов космонавта.

Вместе с Лу к полету готовятся многие зверята, но в первую очередь – бегемотик Бру и гепард Прыг. С самого раннего детства Лу, Бру и Прыг запускали бумажных змеев, играли в «летающую тарелку» и выше всех прыгали на сетке, сооруженной из лиан (наподобие батуда).
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Конечно, в космосе зверят подстерегает много опасностей: «черные дыры», «желтые карлики» и другая всякая всячина. Но когда много знаешь и хорошо готовишься к полету, то со всеми этими космическими «неприятностями» нетрудно справиться!
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Добавим, что Лу – заядлый коллекционер космических почтовых марок. И если его мечта стать космонавтом осуществится, то легко представить, какие новые почтовые марки появятся в мире!

Несколько лет назад, когда Лу гостил в Украине, ребята из Киева Юлька и Данька подарили слоненку стихотворение. Лу часто повторяет его, улыбаясь:

Вот Земля – чтоб приземлиться,

  Вот Вода – чтоб приводниться,

  Вон Луна – чтоб прилуниться…

  Кто слоненка повидал,

тот мечтает … прислониться!

Мечта киевских ребят уже сбылась: Лу не один раз катал их на спине.

А вот мечте слоненка о космическом путешествии еще только предстоит осуществиться. Для этого ему нужно решить много геометрических задач. Большинство из них помещено в этой книжке. Если Вы захотите помочь слоненку, то присылайте решения по адресу:

Млечный Путь,

Солнечная система,

Планета Земля,

Южное полушарие,

Африка,

Саванна,

слоненку Лу,

до востребования!..
Вступление, часть II
Зачем для полета в космос нужна геометрия
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Прежде, чем стать космонавтом, надо хорошо изучить астрономию – науку о звездах. Нужно знать, что Земля вращается вокруг Солнца, а не наоборот; что Меркурию не повезло, и он очень сильно опален Солнцем; что Венера сплошь покрыта облаками. Что Большую Медведицу вместе с Малой можно видеть, находясь в северном полушарии, а созвездие Южный Крест – в южном. Что согревшему тебя лучу Солнца исполнилось 8 минут – ровно столько времени он летел до Земли. Что для полета в космос ракета должна пролетать за 1 сек целых 8 км! Что «падающие» звезды – это вовсе не звезды, а метеориты. Что на Марсе год длится почти 2 наших земных года, а на Юпитере – самой большой планете – день длится меньше 10 часов (уж очень быстро она вращается вокруг своей оси). Действительно, знать нужно довольно много, иначе можно уподобиться бегемотику Бру, который в раннем детстве уселся на потухший вулкан и стал ждать, когда тот заработает и выведет его, бегемотика, на космическую орбиту (хорошо, что вулкан тогда не заработал…).
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Готовясь к полету в космос, Лу убедился в том, что со времен далекой древности все астрономы отлично знали геометрию. И наоборот: каждый, кто увлекался геометрией, любил и знал астрономию. Получается, что астрономия и геометрия, как две сестрицы, всегда шли рядом.

И правда, космонавт должен уметь определять угловые расстояния между звездами. Вычислять круговые (ну, почти круговые) орбиты планет. Разбираться, почему капелька воды принимает в космосе форму шара. И многое-многое другое!..

Занявшись геометрией, Лу полюбил ее всем сердцем. Тем более, что первой серьезной задачей, которую Лу решил самостоятельно, была задача со звездочкой. Вот она.

Задача 1. Найти суму пяти углов сияющей на рис. 1 звездочки.
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Заметим, что к тому времени слоненок уже знал некоторые важные теоремы геометрии. Например, что:

▲) сумма углов треугольников равна 
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▲) внешний угол треугольника равен сумме двух внутренних, не смежных с ним.

(Если Вы их не знаете, то попробуйте доказать сами. В крайнем случае прочтите доказательства в геометрических учебниках).
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Давайте посмотрим, как Лу решил эту задачу.

Решение. 
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 – он является внешним для 
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 – рис. 2. 
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 (сумма углов треугольника).

Подставив значения углов 6 и 7, получим: 
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Значит, сумма пяти углов этой не очень-то ровной звездочки составляет 
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Потрясающе! Ну как после этого не полюбить геометрию?..

Глава I
Фалес из Милета
Фалес советовал морякам ориентироваться по Малой Медведице…

(из старинных книг).
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Рис. 3
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Геометрия, что дословно означает «землемерие», начинается в Древнем Египте. Египетские землемеры приходили на помощь, когда возникала необходимость отмерить равные наделы для обработки земли. Или когда нужно было вычислить, насколько затоплен чей-то участок разгулявшимся после дождей Нилом – чтобы снизить налоги его владельцу. Египетские землемеры были отменными практиками. Но если говорить о геометрии как о науке, то начинать следует с Фалеса, жившего в VI веке до нашей эры в греческом городе Милете. Видимо, именно Фалес был первым, кто стал задавать любимый вопрос слоненка «Почему?». Почему то, а не это? Почему так, а не иначе? Почему эти отрезки равны, а эти – нет? И при этом на многие «почему» в геометрии Фалес сумел ответить! Недаром его считали одним из 7 мудрецов древнего мира. Он доказал равенство углов при основании равнобедренного треугольника; равенство вертикальных углов; то, что 
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 (рис. 3) и многое-многое другое. Впервые свои математические способности Фалес проявил в юности во время обороны родного Милета от неприятеля.
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Вот как это было. Со стороны моря к городу подошли вражеские корабли 
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 и 
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, желая захватить его (на рис. 4 мы и слоненок наблюдаем события с высоты птичьего полета). Защитники города, «на глазок» оценив расстояние, метают из катапульты 
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 камни в корабль 
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. Но вода «скрадывает» расстояние, и камни летят мимо.

– Я сейчас точно определю расстояние до корабля 
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! – восклицает Фалес и приступает к измерениям. При этом кто-то из старших снисходительно улыбается, а кто-то даже крутит пальцем у виска: мол, совсем спятил юноша!.. Фалес тем временем проходит некоторое расстояние 
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 вдоль крепости (это безопасно) и в точке 
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 вбивает колышек, равный по высоте росту Фалеса. Затем продолжает свой путь и проходит столько же: 
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. Хотите испытать себя? Разгадайте, что делал Фалес дальше!..

А Фалес сделал вот что: он повернулся на 
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 и пошел вглубь крепости (что также совершенно безопасно). Как только…

–  Стойте, стойте! – закричал Лу. – Я наконец-то понял, что придумал Фалес!..
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Задача 2. Как древнегреческий геометр Фалес из Милета определил расстояние 
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 от катапульты до корабля противника?

Решение. Когда в некоторой точке 
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 глаз Фалеса совместил верхушку колышка с центром корабля, он остановился. Ведь луч света распространяется по прямой линии, и точки 
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, 
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, 
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 лежат на одной прямой (рис. 5). Тогда расстояние 
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 равно искомому расстоянию 
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, что следует из равенства прямоугольных треугольников: 
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 – как вертикальные. А в равных треугольниках соответствующие стороны равны: 
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. Измерить же расстояние 
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 никаких трудностей не представляет (путь 
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 пролегает внутри крепости). Вот как!
Слоненок Лу разгадал ход мыслей великого Фалеса, поскольку хорошо знал признаки равенства прямоугольных треугольников.
Вот они:


1) по двум катетам;

2) по катету и гипотенузе;

3) по катету и острому углу;

4) по гипотенузе и острому углу.

Что касается астрономии, то и здесь достижения Фалеса замечательны! Это он определил размеры Солнца и угол, под которым мы видим Луну. Это он предложил календарь длиной в 365 дней. Это он подсказал морякам ориентироваться по Полярной Звезде, что находится в созвездии Малая Медведица. И не забудем, что именно Фалес после долгих наблюдений и вычислений точно определил дату солнечного затмения: 28 мая 585 г. до н.э.! За день до этого он встретился с полководцами лидийцев и мидян (они воевали друг с другом) и сказал: «Боги очень гневаются, что ведется война между вами. Они решили завтра днем забрать солнце с неба и наслать на вас ночь!..»

Так ли говорил Фалес или несколько иначе – не важно!.. Важно то, что в назначенный час следующего дня Солнце действительно исчезло с небес!.. О-о-о-чень напугались воюющие стороны… Так испугались, что в тот же день быстренько заключили перемирие. С войной было покончено!..
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Фалес первым из греческих математиков стал решать задачи на построение, используя для этого циркуль и линейку (не забудем, что линейка в геометрии без делений; она не измеряет отрезки, а только «проводит» прямые линии). Спасибо ему за это, потому что задачи на построение удивительно интересны! Они здорово развивают находчивость, смекалку, воображение. Не случайно в те времена они так полюбились древним грекам, а сейчас – слоненку и его Друзьям! Правда, одну задачу на построение без помощи Фалеса зверята ни за что бы не решили. Расскажем о ней.
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Задача 3. Разделить данный отрезок 
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 на 3 равные части (заметим, что разделить любой отрезок на 2, 4, 8, 16 равных частей могут все. А вот на 3…).

Решение. Проведем из точки 
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 произвольно луч 
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. Отложим на нем с помощью циркуля (тоже произвольно) три равных отрезка: 
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 (рис. 6). Соединим 
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 и проведем 
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. Верьте или не верьте, но именно теперь отрезок 
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 разделен точками 
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 и 
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 на три равные части. И получилось так благодаря Фалесу, вернее теореме, носящей его имя.
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Теорема Фалеса. Если параллельные прямые на одной стороне угла отсекают равные отрезки, то и на другой его стороне эти прямые также отсекают равные отрезки (рис. 7).

Заметим следующее:

5) эту теорему надо уметь доказывать;

6) она еще не раз поможет и ребятам, и зверятам при решении геометрических задач.
Еще говорят, что Фалес слишком часто смотрел на небо. Однажды, залюбовавшись звездами, он не заметил лужи (или даже ямы), упал и сильно ударился. Проходившая мимо женщина посмеялась: «Ха-ха! Все в небеса смотришь, Фалес, а что у тебя под ногами делается – не видишь!».

Конечно, по-своему она права: лучше быть осмотрительным и не падать ни в лужу, ни тем более в яму. Но все равно вслед за Фалесом слоненок Лу и его Друзья стараются как можно чаще устремлять взор к небу, Солнцу, Луне, звездам!

И правильно делают!

Пусть даже порой придется упасть…

Не без этого… Главное – подняться, превозмочь боль и идти дальше!..
Глава II
Восстановите созвездие

Южный Треугольник!
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Как Вы помните, зверятам очень нравится Фалес из Милета. Однажды Лу и его Друзья побывали на экскурсии в обсерватории (бегемотик Бру до сих пор путает слова: «обсерватория» и «консерватория». Простим ему это, потому что оба слова очень хорошие!). Так вот, в обсерватории зверята увидели в телескоп созвездие Южный Треугольник, которое поразило их своей красотой! Три самые яркие звезды 
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, 
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 и 
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, если их соединить, образуют как бы границы треугольника, а остальные  звездочки – поменьше – светятся внутри этого треугольника.

· А что если какая-то (или какие-то) из звезд 
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, 
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, 
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 погаснут, а другие, менее яркие, по-прежнему будут гореть – сумеем ли мы восстановить 
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? – задумчиво произнес Лу.

· Тогда и те звезды, что погасли, снова зажгутся! – воскликнул Бру.

· Давайте подумаем! – рассудительно молвил гепард Прыг. – Может быть, и Фалес так думал, глядя на звезды?

Зверята подумали… Потом еще!.. Еще…

И постепенно, благодаря созвездию Южный Треугольник, сложилась серия задач, которую мы Вам предлагаем.

Задача 4. Восстановите 
[image: image52.wmf]ABC

D

 по звездам 
[image: image53.wmf]B

, 
[image: image54.wmf]C

 и меньшей звездочке 
[image: image55.wmf]I

, находящейся в точке пересечения биссектрис треугольника 
[image: image56.wmf]ABC

.
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Решение. Все знают, что биссектриса угла делит этот угол пополам. Кроме того, три биссектрисы в любом треугольнике пересекаются в одной точке – зверята умеют это доказывать!

Соединим 
[image: image57.wmf]B

 и 
[image: image58.wmf]C

 между собой и с 
[image: image59.wmf]I

 (рис. 8). Понятно, что 
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. Отложим с помощью циркуля и линейки такие же углы: 
[image: image62.wmf]2

1

B

=

Ð

 и 
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 (знаете, как это делать?). Тогда проведенные через 
[image: image64.wmf]B

 и 
[image: image65.wmf]C

 лучи 
[image: image66.wmf]n

 и 
[image: image67.wmf]t

 пересекутся в вершине 
[image: image68.wmf]A

. Ура! Треугольник 
[image: image69.wmf]ABC

 восстановлен.

Задача 5. Восстановите 
[image: image70.wmf]ABC

D

 по звездам 
[image: image71.wmf]B

, 
[image: image72.wmf]C

 и звездочке 
[image: image73.wmf]H

, находящейся в точке пересечения высот этого треугольника.

Решение. Напомним, что высоты треугольника – это перпендикуляры, проведенные из его вершин к сторонам треугольника (или их продолжениям). В любом треугольнике три высоты пересекаются в одной точке 
[image: image74.wmf]H

 (постарайтесь доказать или узнать, как это доказывается). Точка H называется ортоцентром треугольника.
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A

1

A

A

A

A

2

A

A

2

B

C

2

A

O

Приступая к решению, проведем прямые через 
[image: image75.wmf]B

 и 
[image: image76.wmf]H

, а также через 
[image: image77.wmf]C

 и 
[image: image78.wmf]H

 – прямые 
[image: image79.wmf]e

 и 
[image: image80.wmf]f

 соответственно (рис. 9). Из 
[image: image81.wmf]B

 перпендикулярно 
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 проведем луч 
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, а из 
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 – перпендикулярно 
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 луч 
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. Лучи 
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 и 
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 пересекутся в искомой звезде 
[image: image89.wmf]A

.

Есть треугольник 
[image: image90.wmf]ABC

, а звезда 
[image: image91.wmf]A

 вот-вот зажжется!..

Задача 6. Восстановите 
[image: image92.wmf]ABC

D

 по звездам 
[image: image93.wmf]B

, 
[image: image94.wmf]C

 и звездочке 
[image: image95.wmf]M

, находящейся в точке пересечения медиан треугольника 
[image: image96.wmf]ABC

.

Решение. Медиана треугольника соединяет вершину с серединой противоположной стороны. Известно, что все три медианы любого треугольника пересекаются в одной точке 
[image: image97.wmf]M

. Но самым главным в разговоре о медианах слоненок Лу считает вот что: точкой пересечения 
[image: image98.wmf]M

 каждая из медиан делится в отношении 
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 (рис. 10).
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Лу знает, как это доказать. А Вы?

Теперь приступим к решению задачи.
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Соединим 
[image: image103.wmf]B

 с 
[image: image104.wmf]M

 и продолжим отрезок 
[image: image105.wmf]BM

 наполовину – получим точку 
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M

 (рис. 11). Аналогично соединим 
[image: image107.wmf]C

 и 
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. Продолжив 
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 наполовину, получим 
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. Лучи 
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 и 
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 пересекутся в вершине 
[image: image113.wmf]A

. Южный Треугольник 
[image: image114.wmf]ABC

 восстановлен!
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Поразительно, что гепард Прыг предложил иное решение этой задачи. Вот оно.

2ой способ (гепарда Прыга) – рис. 12.

Найдем середину 
[image: image115.wmf]BC

 – точку 
[image: image116.wmf]1

M

 (Вы умеете построить середину отрезка, пользуясь циркулем и линейкой?). Соединим 
[image: image117.wmf]1

M

 и 
[image: image118.wmf]M

. Продолжив отрезок 
[image: image119.wmf]M
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 за точку 
[image: image120.wmf]M

 два раза, получим недостающую вершину 
[image: image121.wmf]A

. Есть 
[image: image122.wmf]ABC

D

! Ай да Прыг!..

Задача 7. Восстановите 
[image: image123.wmf]ABC

D

 по звездам 
[image: image124.wmf]B

, 
[image: image125.wmf]C

 и звездочке 
[image: image126.wmf]O

 – центру описанной около 
[image: image127.wmf]ABC

D

 окружности.

Решение. Центр описанной около 
[image: image128.wmf]ABC

D

 окружности – эта точка пересечения его серединных перпендикуляров (то есть перпендикуляров, проведенных к сторонам треугольника в их серединах).
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Ну, тут нечего делать! – закричал Бру. – Соединяем 
[image: image129.wmf]B

 и 
[image: image130.wmf]O

, 
[image: image131.wmf]C

 и 
[image: image132.wmf]O

. Ставим ножку циркуля в 
[image: image133.wmf]O

 и раствором 
[image: image134.wmf]R
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 крутим окруж…но…с…ть (рис. 13). …Оптимизм Бру угасал на глазах…

· То-то и оно, – сказал задумчиво слоненок, – нам подходит и 
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. И вообще, любая точка окружности выше BC может подойти в качестве звезды 
[image: image138.wmf]A

.

· Что же делать? – совсем растерялся Бру.

· Получается, что однозначно мы не можем определить, где находится звезда 
[image: image139.wmf]A

, – почти одновременно догадались Лу и Прыг…

Действительно, зверята правы. Центральный угол равен дуге, на которую он опирается, а вписанный угол измеряется половиной этой дуги (что несложно доказать!..).

Значит, если 
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. Вот тебе и раз! Выходит, по звездам 
[image: image142.wmf]B

 и 
[image: image143.wmf]C

 и звездочке 
[image: image144.wmf]O

 нельзя точно-точно восстановить границы 
[image: image145.wmf]ABC

D

… Ну, знаете ли…

Нет, это следует хорошенько обдумать, это просто-напросто нужно переварить!..

Поэтому самое время сделать паузу и с Южным Треугольником 
[image: image146.wmf]ABC

, и с задачами на построение вообще…
Глава III
Мысленное кругосветное

путешествие Эратосфена
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Рис. 14

Все-таки удивительная наша планета – Земля! И очень красивая! Особенно, когда цветет акация!.. Конечно, случаются на Земле и не особенно приятные вещи, например, жара. Но она не такая, как на Венере или Меркурии, где если и есть лужицы, то из расплавленного свинца и олова. А на Земле можно запросто искупаться и понырять в озере Тика-Тика! Или сходить к водопою и вволю напиться вкусной водички, которая, кстати говоря, занимает примерно 
[image: image147.wmf]3
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 нашей планеты. А еще можно, если наловчиться, подержать на передних лапах весь земной шар. Да-да, честное слово! Слоненка Лу научил этому один замечательный клоун. Смотрите! Вот как это делается! Попробуйте сами – ощущения невероятные!.. Можно, конечно, и кругосветное путешествие за минутку совершить! Это если быть белым медведем, живущим вблизи Северного полюса. Однако Лу и его Друзья живут в Африке, неподалеку от экватора. Так что о быстром кругосветном путешествии им не стоит и мечтать. Впрочем, гепард Прыг все равно склонил бы Друзей к этому. Но история вычисления длины окружности Земли Эратосфеном отрезвила многие горячие головы.
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Эратосфен жил в III столетии до нашей эры в греческом городе Кирен на побережье Африки. Наверное, он с детства мечтал отправиться в кругосветное путешествие. Но видимо, так же, как и слоненок, быстро понял, что без глубоких и прочных знаний здесь не обойтись. А поскольку Эратосфен был человеком любознательным, то через некоторое время он заявил о себе как о серьезном и сильном геометре и астрономе, поэте и философе.

При этом он был потрясающим библиотекарем! Да-да, библиотекарем Александрийской библиотеки в Египте, где хранилось примерно 700 тысяч папирусных свитков (книг ведь тогда не было). И все эти свитки Эратосфен сумел рассортировать по темам!.. Представляете, сколько на это ушло времени! Поняв, что реальной «кругосветки» не получится, Эратосфен задумал мысленное путешествие вокруг земного шара. И вот как гениально он его совершил!..

Эратосфену случилось несколько раз побывать летом в городе Сиене. Он заметил, что в этом городе в самый длинный день в году – 21 июня – Солнце в полдень располагается строго вертикально (например, равномерно освещает все 4 стены колодца). В Александрии же лучи Солнца падали в полдень под углом 
[image: image148.wmf]°
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  (что нетрудно подсчитать по длине тени).

А если так, то тогда… тогда…

Задача 8. Чему равна длина окружности Земли по Эратосфену, если Сиена и Александрия находятся примерно на одной параллели и расстояние между городами равно 5000 стадий (1 стадия
[image: image149.wmf]»

157 м)?

Решение. Сначала давайте ответим на ехидный вопрос бегемотика Бру: «А откуда Эратосфен узнал точное расстояние между этими городами? Измерял, что ли, шагами?»
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Дело в том, что это нетрудно было выяснить у купцов, чьи караваны с верблюдами постоянно курсировали между Сиеной и Александрией. Так вот, купцы преодолевали этот путь за 50 дней. А в день караван проходил  обычно 100 стадий. Вот и получается: 
[image: image150.wmf]5000
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– Я уже произвел расчеты, – сказал гепард Прыг. – Смотрите! – рис. 14. 


[image: image151.wmf]°

2

,

7

 составляет 
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, откуда 
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Заметим, что современные вычисления дают длину окружности Земли в районе экватора равной 39990 км. А при решении задач обычно округляют до 40000 км.

Как тут не восхититься Эратосфеном: какая поразительная точность мысленного кругосветного путешествия, совершенного 2200 лет назад!..

После решения задачи Эратосфена зверятам стало ясно, что в путешествие длиной почти 40000 км их не отпустят родители…

· Не грустите! – улыбнулся слоненок. – Мы же хотим слетать в космос. А из космоса облететь Землю можно очень быстро. Первый в мире космонавт потратил на это всего 108  минут!..

· Ах, вот оно что! – быстрее всех воспрянул духом бегемотик Бру. – Тогда никаких мысленных кругосветных путешествий! Давайте скорее готовиться к полету в космос!..

Глава IV
Лозунги геометрии
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Рис. 15

Было время, когда правительство саванны во главе со львом Лео не одобряло увлечение зверят геометрией. Видимо, правительство побаивалось, что знающие геометрию зверята будут куда умнее самого правительства. Оно даже потребовало запереть слоненка Лу дома на целую неделю!..

Тогда зверята все как один вышли на демонстрацию. Причем, шли они не с пустыми лапами, а с флагами и транспарантами, на которых крупными буквами были написаны самые главные лозунги геометрии. А нести транспарант можно было только в том случае, если несущий знал доказательство лозунга. Вот как!

Шествие возглавлял, естественно, бегемотик Бру с лозунгом на флаге «Равным дугам – равные хорды!».
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Рис. 16
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Задача 9. Если дуги равны, то и стягивающие их хорды тоже равны. Докажите!

Доказательство. Пусть 
[image: image156.wmf]a
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 (рис. 15). Докажем, что хорды 
[image: image157.wmf]AB

 и 
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 также равны.

Соединим все точки с центром 
[image: image159.wmf]O

. 
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  – как центральные. Тогда 
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 – по 2м сторонам и углу между ними. А в равных треугольниках соответствующие стороны равны. Значит, 
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Гепард Прыг и жираф Джур несли транспарант «Бóльшей стороне – бóльший угол!»

Задача 10. Против бóльшей стороны в треугольнике лежит бóльший угол. Докажите!

Доказательство. Пусть 
[image: image163.wmf]a
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 – наибольшая сторона в 
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 (рис. 16). Докажем, что угол 
[image: image165.wmf]A

, лежащий против нее, будет наибольшим.
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Продлим сторону 
[image: image166.wmf]CA

 до точки 
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 так, чтобы 
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 – равнобедренный и 
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. Но угол 
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 больше, чем 
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 – как внешний для 
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). Следовательно, 
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 больше, чем 
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 больше, чем 
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 составляет часть 
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). Значит 
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Аналогично доказывается, что 
[image: image182.wmf]C
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Носорог Нок возглавил колонну «За равенство дуг между параллельными хордами!».

Задача 11. Дуги, заключенные между параллельными хордами, равны. Докажите!
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B

A

C

K

N

D

T

1

2

Доказательство. Пусть хорды 
[image: image183.wmf]AB

 и 
[image: image184.wmf]CD

 параллельны (рис. 17). Докажем, что 
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 (также вписанный). Вот и получается, что [image: image191.wmf]BD
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Далее следовала группа зверят с довольно острым, даже слегка рискованным лозунгом «Для тупых – ортоцентр вне!».

[image: image786.png]


Задача 12. В тупоугольном треугольнике точка пересечения высот H (ортоцентр) находится вне треугольника. Покажите!

Показываем! – рис. 18.

[image: image787.png]


Обезьянки Бобо, Коко и Тото, строя рожицы правительству саванны, несли очень важный лозунг: «Хордам, равноудаленным от центра – равенство и свободу!»

(Заметим, что мы ничего не можем сказать насчет свободы, но равенство вышеуказанным хордам гарантируем!..)

Задача 13. Хорды, равноудаленные от центра, равны. Докажите!

[image: image788.png]


Доказательство. Пусть хорды 
[image: image192.wmf]AB

 и 
[image: image193.wmf]CD

 равноудалены от центра 
[image: image194.wmf]O

, то есть 
[image: image195.wmf]ON
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 (рис. 19).

Поскольку 
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 (по катету и гипотенузе). Тогда 
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 (докажите!). Значит, 
[image: image201.wmf]CD
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, что и требовалось доказать!
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Большое впечатление на правительство саванны произвел транспарант: «Снаружи – острый, внутри – тупой!».

Задача 14. Угол вне круга, опирающийся на диаметр – острый, а аналогичный угол с вершиной внутри круга – тупой. Докажите!

Доказательство. Пусть точка 
[image: image202.wmf]C

 находится вне круга с диаметром 
[image: image203.wmf]AB

. Соединив ее с концами диаметра, в пересечении с окружностью получим точки 
[image: image204.wmf]K

 и 
[image: image205.wmf]N

 (рис. 20).
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 (как внешний для 
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). Значит, 
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, то есть он острый.
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Пусть также 
[image: image210.wmf]ADB
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 находится внутри круга. Покажем, что он тупой. Продлим 
[image: image211.wmf]BD

 до пересечения с окружностью в точке 
[image: image212.wmf]T

.
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 (вписанный, опирается на диаметр). При этом 
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 (как внешний для 
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). Следовательно, 
[image: image216.wmf]°

>

Ð

90

ATB

, и он тупой!

Вот еще несколько лозунгов, которые приняли самое активное участие в демонстрации зверят. Предлагаем расшифровать и доказать их самостоятельно.

Задача 15. «Большему углу – бóльшую сторону!»

Задача 16. «Равенство и свободу углам с взаимно-перпендикулярными сторонами!»

Задача 17. «Ближе к центру – больше хорда!»

Задача 18. «В гипотенузе – две медианы к ней!»

Задача 19. «Полгипотенузы – даешь угол 
[image: image217.wmf]°
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!»

Задача 20. «Золото, серебро и бронзу – медиане, биссектрисе и высоте!»

Каковы же итоги столь массовой геометрической демонстрации? Они существенны. Нельзя сказать, чтобы правительство с Лео во главе воспылало любовью к геометрии. Нет! Но что-то до голов, вернее, глав правительства дошло. Во всяком случае, чинить препятствия увлечению зверят геометрией они перестали, а слоненок Лу из-под домашнего ареста был освобожден.

… Когда после всех событий на саванну спускался вечер, в лучах заката на макушке баобаба легкий ветерок теребил еще один плакат:

Задача 21. «Серединному перпендикуляру к хорде – звание диаметра!»

Глава V
Восстановите – 2
[image: image791.wmf]Рис. 24
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Ну а теперь самое время вновь вернуться к задачам на построение. Тем более, что сейчас в созвездии Южный Треугольник не горят звезды 
[image: image218.wmf]B

 и 
[image: image219.wmf]C

, сияет только звезда 
[image: image220.wmf]A

 и две звездочки поменьше, но весьма важные и характерные. У слоненка Лу и его Друзей, что называется, лапы чешутся поскорее одолеть задачки-«крепости». Ведь если удастся восстановить 
[image: image221.wmf]ABC

D

, то звезды 
[image: image222.wmf]B

 и 
[image: image223.wmf]C

 вновь загорятся на небосводе. И созвездие Южный Треугольник будет сиять, как прежде! А это и вправду очень важно. «Ведь если звезды зажигают, значит, это кому-нибудь нужно?..»

Подключимся и мы к зверятам. Итак, за работу!
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Задача 22. Восстановите 
[image: image224.wmf]ABC

D

 по звезде 
[image: image225.wmf]A

 и звездочкам 
[image: image226.wmf]O

 и 
[image: image227.wmf]M

, которые горят соответственно в центре описанной окружности треугольника 
[image: image228.wmf]ABC

 и точке пересечения его медиан.

Решение. Соединим 
[image: image229.wmf]A

 с 
[image: image230.wmf]M

 (рис. 21) и продлим 
[image: image231.wmf]AM

 наполовину – получим 
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 – середину 
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 (поскольку медианы в точке пересечения делятся в отношении 
[image: image234.wmf]1
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, считая от вершины). Тогда 
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 – серединный перпендикуляр к 
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. То есть прямая 
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, проведенная через 
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 перпендикулярно к 
[image: image239.wmf]1
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, будет содержать звезды 
[image: image240.wmf]B

 и 
[image: image241.wmf]C

. Остается из центра 
[image: image242.wmf]O

 радиусом 
[image: image243.wmf]OA

 провести окружность, которая пересечет прямую 
[image: image244.wmf]t

 именно там, где находятся звезды 
[image: image245.wmf]B

 и 
[image: image246.wmf]C

.
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Задача 23. Восстановите 
[image: image247.wmf]ABC

D

 по звезде 
[image: image248.wmf]A

, знакомой нам звездочке 
[image: image249.wmf]O

, а также звездочке 
[image: image250.wmf]I

, находящейся в центре вписанной в 
[image: image251.wmf]ABC

D

 окружности.

Решение. Отметим важный факт, о котором знают зверята (Лу сумел доказать его) и который поможет им и нам уверенно справиться с задачей.
[image: image794.wmf]Рис. 21
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Пусть продолжение биссектрисы угла 
[image: image252.wmf]A

 пересекает описанную около 
[image: image253.wmf]ABC

D

 окружность в точке 
[image: image254.wmf]W

 (рис. 22). Тогда верно равенство: 
[image: image255.wmf]WC
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. Эту теорему называют «теоремой трилистника» – докажите ее!

Вот теперь решить задачу 23 будет совершенно несложно!..

Радиусом 
[image: image256.wmf]OA

 с центром в 
[image: image257.wmf]O

 «крутим» окружность. Прямая 
[image: image258.wmf]AI

 пересекает эту окружность в точке 
[image: image259.wmf]W

. Раствором циркуля, равным 
[image: image260.wmf]WI

, сделаем из точки 
[image: image261.wmf]W

 засечки на окружности (рис. 23). По «теореме трилистника» это и будут необходимые нам звезды 
[image: image262.wmf]B

 и 
[image: image263.wmf]C

.

Задача 24. Восстановите 
[image: image264.wmf]ABC
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 по звезде 
[image: image265.wmf]A

, нашей старой знакомой – звезде 
[image: image266.wmf]O

, а также звездочке 
[image: image267.wmf]H

, которая находится в точке пересечения высот (ортоцентре) треугольника 
[image: image268.wmf]ABC

.
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Решение. Вы знаете, звездочка 
[image: image269.wmf]H

 обладает удивительным свойством, которое знают и умеют доказывать почти все зверята в саванне. Вот оно.

Если точку 
[image: image270.wmf]H

 отобразить зеркально относительно сторон треугольника 
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, то полученные точки 
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 обязательно будут лежать на описанной около 
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 окружности (рис. 24). Докажите!
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Действительно интересный факт! И даже для тупоугольного треугольника он тоже справедлив. Для любого!

Теперь решить задачу нам не составит труда. Из 
[image: image276.wmf]O

 радиусом 
[image: image277.wmf]OA

 проведем окружность (рис. 25). Прямая 
[image: image278.wmf]AH

 пересечет эту окружность в точке 
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, и при этом мы знаем, что 
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. Тогда серединный перпендикуляр 
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 к отрезку 
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 пересечет окружность в искомых звездах 
[image: image283.wmf]B

 и 
[image: image284.wmf]C

.

Задача 25. Восстановите 
[image: image285.wmf]ABC
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 по звезде 
[image: image286.wmf]A

, звездочке 
[image: image287.wmf]I

 в центре вписанного в 
[image: image288.wmf]ABC
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 круга и звездочке 
[image: image289.wmf]K

1, находящейся в точке касания этого круга со стороной 
[image: image290.wmf]BC

 (рис. 26).
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Решение. Получается, что 
[image: image291.wmf]1
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 как раз и есть радиус вписанного в 
[image: image292.wmf]ABC
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 круга (касательная перпендикулярна радиусу, проведенному в точку касания). Тогда из 
[image: image293.wmf]I

 раствором циркуля 
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 «крутим» эту окружность. Через 
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 перпендикулярно 
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 проводим прямую 
[image: image297.wmf]t

. Касательные 
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 и 
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 к окружности, проведенные из 
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, пересекут прямую 
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 в звездах 
[image: image302.wmf]B

 и 
[image: image303.wmf]C

.
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Задача 26. Условие сообщим коротко, поскольку все горящие звезды нам хорошо знакомы: 
[image: image304.wmf]A

; 
[image: image305.wmf]H

; 
[image: image306.wmf]M

.

Решение. Продлим 
[image: image307.wmf]AM

 наполовину – получим 
[image: image308.wmf]1

M

 – середину 
[image: image309.wmf]BC

 (рис. 27). Через 
[image: image310.wmf]1
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 проведем прямую 
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, перпендикулярную прямой 
[image: image312.wmf]AH

. Отобразив 
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 «зеркально» относительно 
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, получим 
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, которая лежит  на описанной около 
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 окружности. Прямая 
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, проведенная через 
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, и серединный перпендикуляр к 
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 пересекутся в звездочке 
[image: image320.wmf]O

. А так как 
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 – центр описанной окружности треугольника 
[image: image322.wmf]ABC

, то окружность радиуса 
[image: image323.wmf]OA

 пересечет 
[image: image324.wmf]t

 в искомых звездах 
[image: image325.wmf]B

 и 
[image: image326.wmf]C

.

Ну и задача!..

Теперь зверятам в самый раз отдохнуть, искупаться в озере Тика-Тика, побегать и перекусить. А потом, когда наступит вечер следующего дня, они помогут засиять звездам 
[image: image327.wmf]B

 и 
[image: image328.wmf]C

 в созвездии Южный Треугольник еще в 5 случаях…

Задача 27. 
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Задача 28. 
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. (
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 – высота в 
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Задача 29. 
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; 
[image: image338.wmf]I

; 
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Задача 30. 
[image: image340.wmf]A

; 
[image: image341.wmf]H

; 
[image: image342.wmf]W

.

Задача 31. 
[image: image343.wmf]A

; 
[image: image344.wmf]M

; 
[image: image345.wmf]W

.
Глава VI
Великий Евклид – педагог и коллекционер!

Изучая геометрию,
мы изучаем мироздание.
И.Кеплер
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Рис. 28

Зверята знают, что геометрия как предмет начинается с Евклида, который жил в ~365-300 гг до н. э. Евклид был гениальным педагогом, потому что «разложил по полочкам» все, что было в геометрии до него. Он собрал множество красивых, интересных задач, объединив разрозненные знания в систему. Евклид подметил множество геометрических связей и закономерностей. Его труд «Начала» зажег любовью к геометрии тысячи молодых сердец! Многие из его последователей стали потом замечательными математиками, астрономами, физиками.

[image: image800.wmf]B

K

I

2

I

1

C

N

(A)

Рис. 29

Евклид сумел сказать почти обо всем. Это он дал первые определения основных геометрических понятий: точка есть то, что не имеет частей; линия есть длина без ширины. Он доказал признаки равенства треугольников, накладывая один треугольник на другой. Он ввел буквенные обозначения, которыми все пользуются сегодня: 
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 (теорема Пифагора) – рис. 28.  Евклид ввел аксиомы – утверждения, на которые можно опираться, но которые не надо доказывать. Он доказал огромное количество теорем. Три последние книги «Начал» (а всего книг 13) посвящены пирамидам, шарам, конусам, цилиндрам, правильным многогранникам, которые изучает наука стереометрия. Замечательно, что все 13 книг «Начал» Евклида, написанные на папирусных свитках, дошли до наших дней! А какие яркие, интересные задачи собрал в своей коллекции Евклид! С некоторыми из них нас хотят познакомить слоненок Лу и его Друзья.

Задача 32. Постройте биссектрису угла A, вершина которого недоступна.
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Решение Евклида. Проведем BC произвольно (чтобы B и C лежали на сторонах угла). Биссектрисы углов ABC и ACB определят точку I1 пересечения биссектрис ∆ABC (рис. 29). Ясно, что и биссектриса угла A пройдет через эту точку. Но как? Ведь через одну точку можно провести сколько угодно прямых. Что ж, тогда аналогично BC построим отрезок KN и, точно так же проведя биссектрисы, получим точку I2. Становится очевидным, что прямая I1I2 совпадет с биссектрисой угла A.
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Задача 33. Дана окружность, центр которой не указан. С помощью циркуля и линейки постройте ее центр.
Решение. Проведем произвольно хорду AB (рис. 30). Перпендикулярно к ней построим хорду BC. Тогда AC является диаметром окружности (поскольку вписанный угол ABC – прямой). Остается разделить AC пополам, что легко могут сделать даже начинающие. 

Заметим, что эти задачи зверята могут решить несколькими способами. Попробуйте и Вы найти новые решения задач 32 и 33!..
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Задача 34. Из точки K вне окружности постройте касательную к ней.

Решение. Раз есть окружность, то есть и ее центр O (задача 33). Соединим K с O и на отрезке KO как на диаметре построим окружность ω (рис. 31). Она пересечет заданную окружность в искомых точках N и T. Действительно, 
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 – вписанные, опираются на диаметр окружности ω. Следовательно, KN и KT – касательные (поскольку они перпендикулярны радиусу, проведенному в точку касания).

Задача 35. Даны ∆ABC и окружность ω. Впишите в ω треугольник с такими же углами, как у ∆ABC.
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Решение. Через произвольную точку K окружности ω проведем касательную k к ней (
[image: image349.wmf]KO
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) – рис. 32. Вновь через точку K проведем прямые n и t соответственно под углами C и B к прямой k. Пусть n и t пересекут ω в точках N и T. Тогда ∆KNT – искомый. Потому что 
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 (оба измеряются половиной 
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: один – вписанный, а другой – угол между касательной и хордой). Аналогично
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. Задача решена!

Задача 36. Как определить высоту предмета в пасмурный день, когда не видно Солнца!

Решение. Евклид придумал, как это сделать, изучая оптику. А по законам оптики угол отражения равен углу падения. Покажем, как, подобно Евклиду, слоненок Лу с помощью зеркальца определяет высоту баобаба. (Заметим, что в солнечный день проще простого провести вычисления по длине тени.)
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Пусть 
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 – высота слоненка (она известна), а 
[image: image356.wmf]x

BB

=

1

 – неизвестная высота баобаба (рис. 33). Лу закрепляет на земле зеркальце Z и отходит от него настолько, чтобы увидеть в Z макушку баобаба. Пусть 
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, откуда легко найдем x: 
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. Высота баобаба найдена! 

Долго еще можно перечислять задачи из прекрасной коллекции Евклида!.. Неслучайно в некоторых странах и сегодня учебник геометрии ребята называют «Евклидом».

Отметим, что Евклид также был отменным астрономом, изучал движение звезд и планет, вращение небесной сферы, восход и закат светил. Он даже утверждал, что колеса, когда катятся, иногда кажутся круглыми, а иногда продолговатыми (то есть случается, что окружность выглядит как эллипс).

…Однажды греческий царь подошел к Евклиду и потребовал: «Послушай-ка, Евклид, научи меня, царя, своей геометрии! Только очень быстро!» Евклид спокойно и достойно ответил: «Вы знаете, Ваше величество, царского пути в математике не существует! Если вы хотите знать геометрию, извольте каждый день подолгу заниматься ею вместе с моими учениками!..»

Вот каким человеком был Евклид, живший почти 2,5 тысячи лет назад!

Теперь вполне понятно, почему имя Евклида и взрослые, и ребята, и зверята произносят с любовью, уважением, благодарностью.

Что и требовалось доказать! (Любимая фраза Евклида.)
Глава VII
Окружность и ее центр
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Некоторые зверята до сих пор считают, что окружность и круг – это одно и то же. Это рядышком, но не одно и то же. Окружность представляет собой линию l, а круг включает в себя эту линию и все, что внутри нее (рис. 34). 
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С древних времен окружность считалась самой совершенной геометрической фигурой. Люди наблюдали на небе круглые диски Солнца и Луны. Для перемещения тяжелых предметов были придуманы катки. Потом изобрели колесо – и с ним стало намного легче жить!.. В саванне тоже довольно много «круглого»: восходящее Солнце, капельки дождя в лужицах, плоды манго. Зверята, когда учатся, расширяют свой кругозор. А если, например, бегемотик Бру изумлен, то глаза его сразу округляются. И буйволенок Буф чуть что – сразу грудь колесом!
Окружность часто называют «королевой геометрии». Попадая в трехмерное пространство, нельзя не встретиться с ее старшим братом – шаром. Известно, что шар имеет самый большой объем из всех тел одной поверхности (поэтому-то тела и стараются принять форму шара). Наша планета Земля – это тоже шар (пусть чуть сплющенный у полюсов) – рис. 35. И другие планеты! И небесная сфера! А как здорово полетать на воздушном шаре!

Говоря о движении небесных тел, отметим: древние греки считали, что они движутся по окружностям. Сегодня даже самые маленькие зверята знают, что орбиты планет – это эллипсы, а не окружности. И поэтому планеты движутся неравномерно. Но это не умаляет почтительного отношения зверят к окружностям. Потому что кто хорошо в них разобрался, тот в космосе не пропадет – все-таки там, как нигде, много «круглого»!..
[image: image809.wmf]Рис. 9

3

O

A

D

B

T

C

А что самое главное в окружности? Конечно, ее центр. Он – как Солнце, вокруг которого вращаются все планеты. Как хорошо быть в центре внимания! Поэтому скорее предлагаем Вам задачи на тему «окружность и ее центр», с которыми слоненок Лу и его Друзья успешно справились, готовясь к космическому путешествию.

Задача 37. Дана окружность с центром O и на ней точка A. Одним циркулем постройте на окружности точку, диаметрально противоположную точке A.
Решение. Радиусом 
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, начиная от точки A, сделаем последовательно 3 засечки – точки B, C и D (рис. 36). Точка D будет искомой, так как треугольники AOB; BOC; COD – равносторонние (все стороны равны R) и 
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Задача 38. KA и KB – касательные к окружности с центром O. Пройдет ли биссектриса угла AKB через точку O?
Решение. Для доказательства воспользуемся методом от противного. Допустим, что биссектриса l не проходит через центр окружности O (рис. 37).  Соединим с O точки K; A и B. 
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 – по катету и гипотенузе (гипотенуза KO – общая и катеты 
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 и KO – биссектриса 
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. Но у нас l – биссектриса 
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. Следовательно, прямые KO и l совпадают. А это означает, что биссектриса 
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 пройдет через центр O.
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Задача 39. Внутри окружности дана точка T – такая, что 
[image: image370.wmf]TC
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 (A; B; C – точки на окружности). Докажите, что T – центр окружности (рис. 38).
Решение. Поскольку 
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, то T – центр окружности, описанной около ∆ABC (так как точки A; B; C лежат на этой окружности). Но и O – центр этой же окружности. Значит, точки T и O совпадают.
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Задача 40. Различные хорды AB и CD окружности с центром O делятся точкой T пополам. Докажите, что 
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Доказательство. Соединим O и T, тогда OT – часть диаметра (рис. 39). Известно, что диаметр, делящий хорду пополам, перпендикулярен ей, то есть 
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 и 
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. Но это невозможно, поскольку AB и CD пересекаются, а не совпадают. Значит, 
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. При этом AB и CD являются диаметрами окружности и делятся центром O пополам.
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Задача 41. O – центр окружности, описанной около ∆ABC. Чем является точка O в треугольнике M1M2M3, стороны которого – средние линии в ∆ABC (рис. 40)?

Решение. Очевидно, что 
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 (OM1 – серединный перпендикуляр к BC). Тогда 
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 (Так как 
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). Значит, OM1 содержит высоту треугольника  M1M2M3. Аналогично с прямыми M2O и M3O. Таким образом, O – точка пересечения высот (ортоцентр) в ∆M1M2M3.
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Задача 42. Постройте касательную к окружности в точке N, не используя центр окружности и не находя его.

Решение. Проведем произвольно хорду NA, а затем (так же произвольно) – хорду AB (рис. 41). Пусть 
[image: image379.wmf]a
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. Соединим N с B и под углом α к NB проведем луч n. Вследствие равенства углов NAB и TNB заключаем, что луч n и является искомой касательной.

Следующие 4 задачи зверята предлагают решить самостоятельно.

Задача 43. В треугольнике ABC точка I – инцентр (точка пересечения биссектрис). Около ∆BIC описали окружность. Верно ли, что ее центр лежит на окружности, описанной около ∆ABC?
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Задача 44. A – точка на окружности с центром O. Докажите, что середины всех хорд, проведенных через точку A, лежат на окружности с диаметром AO.

Задача 45. В ∆ABC вписана окружность. Она касается сторон AC и AB в точках K2 и K3 (рис. 42). В ∆AK2K3 вписана еще одна окружность. Докажите, что ее центр принадлежит первой окружности.
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Задача 46. Центр I окружности, вписанной в ∆ABC, отражен зеркально относительно стороны BC. При этом «зеркальная» точка совпадает с центром O окружности, описанной около ∆ABC (рис. 43). Что это за удивительный ∆ABC? Найдите его углы.
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Глава VIII
«Целующиеся» окружности
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Оказывается, окружности могут касаться внешним образом (рис. 44, а) и внутренним образом (рис. 44, б). Самое главное в таких окружностях – то, что их центры и точка касания всегда лежат на одной прямой, или O1-K-O2 – это одна прямая. 
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Бегемотик Бру называет такие окружности целующимися. И имеет на это право! Тем более, что в старину даже некоторые математики так их называли. А гепард Прыг касающиеся окружности представляет совсем иначе: окружность ω1 – это орбита космического корабля, вращающегося вокруг Земли З. Окружность ω2 – это орбита маленькой ракеты, в которой находятся астронавты, побывавшие на Луне. Эта ракета вращается вокруг луны Л, чтобы состыковаться с основным кораблем в точке K (рис. 45). Вот так!

Зверята любят задачи, связанные с «целующимися» окружностями, с удовольствием их решают. Некоторые из таких задач мы поспешим предложить Вам. Сражайтесь с ними и побеждайте!
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Задача 47. К двум окружностям O1 и O2, касающимся внешне в точке K, проведена внешняя касательная NT (рис. 46). Найдите 
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Решение. Очевидно, что 
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 (они перпендикулярны касательной NT). Пусть 
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 (они являются внутренними односторонними углами при параллельных прямых O1N и O2T). 
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 – угол между касательной и хордой равен половине дуги, заключенной между ними. Аналогично 
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Задача 48. Внутренняя касательная m (рис. 47) делит внешнюю NT пополам. Докажите.

Доказательство. Пусть m пересекает NT  в точке Q. Тогда 
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 – как касательные из точки Q к окружности O1. При этом 
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 (касательные из точки Q к окружности O2). Значит, 
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, то есть m делит NT пополам.
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Задача 49. Через точку касания K проведены секущие AB и CD (рис. 48). Докажите, что 
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Доказательство. Проведем через K внутреннюю касательную m. Тогда 
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 (вписанный и угол между касательной и хордой). Аналогично 
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. Поскольку они являются внутренними накрест лежащими, то 
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Докажите сами, что в случае внутреннего касания окружностей O1 и O2 задача также будет верна.
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Задача 50. Окружности O1; O2; O3 соответственно радиусов 3 см; 2 см; 1 см касаются внешне. Найдите: а) радиус круга, проходящего через центры окружностей; б) радиус круга, вписанного в ∆O1O2O3.
Решение. Поскольку точки касания и центры окружностей лежат на одной прямой, то 
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 см (рис. 49). Значит, ∆O1O2O3 имеет стороны 3 см; 4см; 5см. Это прямоугольный (так называемый «египетский») треугольник. Тогда а) радиус описанной около него окружности – это половина гипотенузы, то есть 
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 (см); б) радиус вписанной окружности найдем по известной формуле для прямоугольного треугольника: 
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  (c – гипотенуза). 
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Задача 51. Окружности O1 и O2 касаются внешне. При этом каждая из них касается внутренним образом окружности O3 радиуса R (рис. 50). Найдите периметр треугольника O1O2O3.

Решение. Пусть K, N и T – точки касания окружностей, как показано на рисунке. Найдем стороны ∆O1O2O3, обозначив радиусы окружностей O1 и O2 через x и y соответственно. 
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Будет полезно, если несколько задач на касающиеся, вернее, «целующиеся» окружности Вы вместе со зверятами решите самостоятельно.
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Задача 52 (Архимед). AB и CD – параллельные диаметры внешне касающихся в точке K окружностей O1 и O2 (рис. 51). Докажите, что точки A; K и С,  а также точки B; K и D лежат на одной прямой.
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Задача 53. Через точку K внешнего касания окружностей O1 и O2 проведена секущая AB (рис. 52). В этих точках проведены касательные m и n к окружностям O1 и O2 соответственно. Докажите, что 
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.
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Задача 54. Окружности O1; O2; O3 имеют внешнее касание (рис. 53). При этом 
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. Найдите радиус каждой из окружностей.
Глава IX
Знаменитый «египетский» треугольник
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В предыдущей главе (задача 50) мы встречались с «египетским» треугольником. Зверята знают, что в Древнем Египте для построения прямого угла использовалась веревка, разделенная на 12 частей. Ее натягивали в виде треугольника, стороны которого равны 3; 4; 5. При этом угол, лежащий против большей стороны, оказывался прямым (рис. 54). Это доказывает теорема Пифагора: 
[image: image410.wmf]2

2

2

5

4

3

=

+

. Египтяне, хоть и не знали теоремы Пифагора, были отличными практиками. Когда в Египте начинали строить храм, то совершалась торжественная церемония: фараон натягивал веревку для определения направления стен. И здесь снова помогал треугольник со сторонами 3; 4; 5. 

В древнем Риме этот треугольник использовали для сооружения ступеней лестниц (рис. 55). Зверята и сейчас пользуются «египетским» треугольником для построения прямого угла. А совсем недавно в ясную ночь на одном из участков неба Лу обнаружил 12 звездочек, расположенных почти таким же образом. Он придумал несколько задач, в которых «участвует» все тот же «египетский» треугольник. Попробуйте их решить!
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Задача 55. Как с помощью одного только циркуля вписать окружность в «египетский» треугольник?

Решение. Пусть в ∆ABC с катетами 
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 и гипотенузой 
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 вписана окружность с центром I (рис. 56). Вычислим ее радиус по формуле 
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. Это нас очень устраивает. Поскольку KINC – квадрат со стороной 1 (так как 
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), то мы выполняем циркулем следующие операции. Из точки A раствором, равным BC, делаем засечку и получаем точку N. При этом 
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). Из точки C раствором CN делаем засечку на BC – получаем точку K. Выполнив тем же раствором засечки из точек N и K, получим центр I искомой окружности. Остается из точки I провести окружность, не меняя раствора циркуля.
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Задача 56. В «египетском» треугольнике ABC (
[image: image419.wmf]°
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) I – центр вписанной окружности, O – центр описанной окружности. Найдите величины углов BIO и AIO (рис. 57).

Решение. Пусть 
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. Центр O описанной окружности – это середина гипотенузы AB, то есть 
[image: image422.wmf]5

2

,

OB

AO

=

=

. IKCN – квадрат со стороной 1. Продолжим NI до пересечения с AB в точке T. Очевидно, что 
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. То есть, IT – медиана в ∆BIO. Так как 
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. Известно, что если медиана равна половине стороны, к которой она проведена, то угол против этой стороны равен 90º (докажите!). Получается, что 
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Задача 57. В треугольнике ABC выполняются условия: 
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 (S – площадь). Найдите радиус описанной окружности.

Решение. Известно, что площадь треугольника не превышает половины произведения его сторон, то есть 
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Заметим, что на тему «египетский» треугольник существуют и другие задачи, но они пока у зверят не получаются. Вот, например, такая.
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Задача 58. O – центр окружности, описанной около «египетского» треугольника ABC (
[image: image447.wmf]°
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). В треугольники AOC и BOC вписаны окружности с центрами I1 и I2 соответственно. Найти длину отрезка I1I2 (рис. 58). 

Назовем задачи, не получающиеся пока у зверят, «задачами на вырост». Может быть, эту задачу удастся решить Вам?
А в заключение главы нарисуем свод древнего египетского храма, где также присутствует треугольник со сторонами 3; 4; 5 (рис. 59).

[image: image448.wmf]Рис. 59

A

A

1

F

E

B

C

3

5

5

4

4


Примечание. Дуга AE проведена из точки A1 раствором A1A до пересечения с продолжением A1B в точке E. Аналогично получена 
[image: image449.wmf]F
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 . Дуга EF проведена из точки B раствором 
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Глава X
Пересекающиеся окружности

Две пересекающиеся окружности нравятся бегемотику Бру гораздо меньше – он считает, что они ссорятся. Так это или не так, но решать задачи с пересекающимися окружностями тоже необходимо. К тому же среди них есть довольно милые и симпатичные. Если эту тему перенести на почву астрономии, то можно представить, что необходимо узнать буквально все о двух кометах, чьи орбиты могут пересекаться в точках A и B. 
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Итак, приступаем к разговору о пересекающихся окружностях. И начнем мы его с задачи, автором которой является великий Леонардо да Винчи.

Задача 59 (Леонардо да Винчи). Два равных круга пересекаются в точках A  и B. Докажите, что прямая AB в любой части своей длины находится на равных расстояниях от того и другого центра.
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Решение. Пусть O1 и O2 – центры равных окружностей (рис. 60). Докажем, что для произвольной точки K прямой AB расстояния KO1 и KO2 равны. Соединим центры O1 и O2 с точками пересечения A и B. 
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 – по трем сторонам, откуда 
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 – по двум сторонам и углом между ними. Следовательно, 
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Задача 60. Окружности O1 и O2 пересекаются в точках A и B (рис. 61). Докажите, что 
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Решение. 
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 и O1O2 совпадает с биссектрисой в равнобедренном ∆O1AB (
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). Значит, она совпадает и с высотой, то есть 
[image: image460.wmf]AB

O

O

^

2

1

.

[image: image839.wmf]Рис. 63
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Задача 61. Окружности O1 и O2 пересекаются в точках A и B. Через A и B произвольно проведены секущие KL и NT (рис. 62). Докажите, что 
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.

Решение. Пусть 
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, так как четырехугольник KABN – вписанный. Следовательно, смежный с ним 
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, поскольку и четырехугольник BALT – вписанный. Сумма углов KNT и LTN равна 180º, и они являются внутренними односторонними. Значит, 
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Задача 62. Окружности O1 и O2 пересекаются в точках A и B. Проведены диаметры AK и AN (рис. 63). Докажите, что точки K, B и N лежат на одной прямой.

Решение. Соединим точки K и B, N и B. Очевидно, что углы ABK и ABN равны по 90º (вписанные, опираются на диаметры соответственно в окружностях O1 и O2). Поскольку в таком случае 
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, то точки K, B и N лежат на одной прямой.

Задача 63. Окружности O1 и O2 пересекаются в точках A и B. В точке A к ним проведены соответственно касательные AC и AD (рис. 64). Секущая CD пересекает окружности в точках K и N. Докажите, что ∆AKN – равнобедренный.
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Решение. Заметим, что 
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 (каждый измеряется половиной дуги AN). Аналогично 
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 (внешний для ∆AKC). Аналогично 
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 (внешний для ∆AND). Поскольку 
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, то ∆AKN – равнобедренный.

Заметим, что точки K и N могут находится и ниже точки B (рис. 65). Самостоятельно покажите, что и в этом случае ∆AKN будет равнобедренным.

Задача 64. Через точку A пересечения окружностей O1 и O2 проведите секущую KN данной длины a (рис. 66). 
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Решение. Допустим, что такую секущую 
[image: image473.wmf]a

KN

=

 мы уже провели. Из центров O1 и O2 опустим на нее перпендикуляры O1C и O2D. Очевидно, что 
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 (диаметр, перпендикулярный хорде, делит ее пополам). Проведя 
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, заметим, что ∆O1TO2 мы можем построить по катету и гипотенузе. Действительно, 
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и гипотенуза O1O2 известна. Теперь несложно выполнить построение: на O1O2 как на диаметре «крутим» окружность. Затем из точки O1 раствором циркуля, равным 
[image: image477.wmf]2

a

, делаем на ней засечку – получим точку T. Проведя через A прямую параллельно 
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, в пересечении с окружностями получим искомую секущую KN.

[image: image844.wmf]Рис. 68
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Задача 65. Окружности O1 и O2 пересекаются в точках A и B. Вне отрезка AB произвольно выбрана точка K на прямой AB. Докажите, что касательные KC и KD соответственно к окружностям O1 и O2 равны (рис. 67).

Зверятам очень нравится эта задача «из жизни» пересекающихся окружностей! Однако решить ее они пока не могут. Получается «задача на вырост». Впрочем, Лу утверждает, что если изучить тему «подобие треугольников» и знать важную теорему о касательной и секущей, то решить эту задачу будет совсем не трудно!..

Вот еще несколько задач на «поссорившиеся» (по бегемотику Бру) окружности, которые зверята предлагают решить самостоятельно. 

Отметим следующее: все задачи для самостоятельного решения начинаются предложением: окружности O1 и O2 пересекаются в точках A и B.

Задача 66. Через A проведена произвольно секущая CD. Докажите, что величина угла CBD постоянна и не зависит от того, как проведена секущая CD через точку A.

Задача 67. На окружности O1 произвольно взяли точку C. Прямые CA и CB пересекают окружность O2 в точках D и E соответственно. Найдите угол между прямыми CO1 и DE.

Задача 68. Окружность, описанная около треугольника O1AO2, пересекает в точках C и D соответственно окружности O1 и O2. Докажите, что O1D и O2C пересекаются в точке B.
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Задача 69.  Как через точку A провести секущую CD наибольшей длины?

Задача 70 (Архимед). Центр O1 находится на круге O2 (рис. 68). На O2 выбрана точка C. При этом отрезок CA пересекает окружность O1 в точке D. Докажите, что 
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.
Задача 71. KN – общая внешняя касательная к окружностям O1 и O2 (рис. 69). С помощью одной линейки разделите KN пополам.
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Глава XI
О числе π
[image: image847.wmf]Рис. 71
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Что ни говорите, а все окружности похожи друг на друга! Так, если длину окружности воздушного шара разделить на его диаметр, а потом длину окружности теннисного шарика разделить на его диаметр, то получится одно и то же число. Более того, если длину окружности Солнца разделить на его диаметр, то получится то же самое число! Вот это да!.. И это число называют числом π. Число π действительно особое. Это Вам не 3 или 4, и даже не число 
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, которое хоть и нельзя вычислить точно, но зато можно «построить» (рис.70). В совсем старые времена число π полагали равным 3. Египетские землемеры подсчитали, что окружность длиннее диаметра в 3,16 раз. Великий греческий математик Архимед (~287-212 гг. до н. э.) вписывал в круг и описывал около него последовательно правильные: 6и угольник (рис. 71), 12и-угольник, 24х-угольник, 48и-угольник и, наконец, 96и-угольник. Так он получил первых три точных цифры числа π: знаменитые 
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. Именно эти три цифры чаще всего используют при расчетах. Архимед даже указал границы числа π: 
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 сегодня называют числом Архимеда – оно дает достаточную точность при вычислениях.
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Во II веке нашей эры Клавдий Птолемей, составляя звездные каталоги, получил 
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, вписав в круг правильный 720и-угольник. С Птолемея начался своеобразный чемпионат – кто найдет наибольшее количество цифр в числе π после запятой. В средние века это сделал астроном и математик из Самарканда Улугбек, нашедший 16 верных знаков после запятой. А в XVI веке один голландский математик, потратив несколько лет, довел их количество до 35 и завещал выбить все полученные цифры на своем надгробном камне. Знаменитый немецкий математик Г.В.Лейбниц (1646-1716) придумал ряд, в котором чем больше слагаемых возьмешь, тем с большей точностью получишь значение для π. Этот ряд так и называется рядом Лейбница: 
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 В середине XIX столетия был установлен рекорд – 707 знаков после запятой. Число 707 даже стали называть магическим. Но вот в середине XX века появились электронные вычислительные машины. Они перекрыли этот «рекорд» и обнаружили в нем ошибку на 528ом знаке... Сегодня мощные компьютеры подсчитывают в числе 
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 миллионы знаков после запятой, хотя это, в общем-то, никому не нужно. Расчеты показали следующее: чтобы найти длину экватора Земли с точностью до 1 см, достаточно взять в числе 
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 всего лишь 9 знаков после запятой. Обычно же принимают [image: image488.wmf]14
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, а для более точных расчетов [image: image489.wmf]1416
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. Зверята, например, сочинили такую фразу: Бру и Прыг и Слоник. По количеству букв в каждом из слов это помогает запомнить, что 
[image: image490.wmf]1416

,

3

»

p

. А точного значения для π все равно не удастся найти. Кстати, именно из-за этого невозможно решить одну из 3х знаменитых задач древности на построение. Вот она: построить квадрат такой же площади, что и данный круг (рис. 72). Получается, что [image: image491.wmf]2
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. Однако построить отрезок, равный π (а тем более 
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), циркулем и линейкой невозможно.
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Зверята с удовольствием решают задачи, связанные с числом π. Предлагаем Вам несколько таких задач, наиболее полюбившихся Лу и его Друзьям.
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Задача 72. Планету Земля в районе экватора плотно обмотали проволокой по окружности (пусть даже и в океане). Если теперь к этой проволоке добавить 1 м, то пролезет ли в образовавшийся зазор черепашонок Топик?

Решение. Разность длин большей и меньшей окружностей равна 1 м, то есть 
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 (см). Ну, теперь все понятно. В такой зазор, равный ~16 см, пролезет не только Топик, но и его родители, а также мангуст Потли-Потли.

Задача 73. Представим, что Лу обошел Земной шар по экватору. На сколько больший путь проделала макушка его головы по сравнению с подошвой лапы? Рост слоненка 2 м.

Решение.  Лапы слоненка прошли путь 
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. А макушка головы: 
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 (м). Вот так! Голова пройдет путь примерно на 13 м больший, чем лапа. То же самое будет, если Лу обойдет Юпитер или другую планету (от радиуса планеты ответ не зависит).
Задача 74. Имеется 3 круглых астероида радиусов 
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 м. В результате налипания частичек льда  радиус каждого астероида увеличился на 1 м. У какого из них длина окружности увеличилась существенней?

Решение. Новые длины окружностей астероидов будут такими: 
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Теперь очевидно, что у каждого астероида (независимо от его радиуса) длина окружности увеличилась на 2π метров.

Задача 75. Сравните длину окружности ω (ее центр – точка O) с суммой длин остальных 5 окружностей (рис. 74).

Решение. 
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 Они равны!
Глава XII
Далеко видать!
[image: image853.wmf]Рис. 75
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Зверята давно уже заметили, что с горы видно дальше, чем  с тропинки в саванне. Обезьянки частенько залазят на высокие деревья, чтобы увидеть, нет ли где неприятеля. А бегемотик Бру, обожающий подниматься на воздушном шаре, утверждает, что при ясной погоде он видит «ну, почти всю планету»! Что ж, давайте произведем расчеты – что, где и откуда можно увидеть. Эти расчеты и нам, и зверятам весьма пригодятся – как для общей эрудиции, так и для будущих космических полетов.

Задача 76. Как далеко может увидеть слоненок Лу, находящийся на ровной местности в пустыне Сахаре? Высота слоненка – 2 м.

[image: image854.wmf]Рис. 76
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Решение. Пусть A – глаз слоненка, находящийся на высоте 2 м над Землей. B – крайняя точка, которую еще сможет увидеть слоненок Лу (рис. 75). То есть AB – касательная к поверхности Земли. По теореме о квадрате касательной, которую слоненок знает, имеем: 
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 (квадрат касательной равен произведению всей секущей на ее внешнюю часть); 
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 км – радиус Земли. Тогда 
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 (км). Таким образом, на ровной местности Лу может, например, увидеть акацию, находящуюся от него почти в 5 км.

Задача 77. Одним из чудес света древние греки считали Форосский маяк высотой 150 м. С какого расстояния моряк, забравшийся на 10и-метровую мачту корабля B, мог бы увидеть огонь Форосского маяка A?
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Решение. Здесь нам надо сложить дальность горизонта AD – маяка с дальностью горизонта BD – моряка (рис. 76). Поскольку и 10 м, и 150 м для радиуса Земли 
[image: image513.wmf]6400

З

=

R

 км – ничтожные величины, то снова применим формулу 
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 (км). Значит, в ясную погожую ночь огонь Форосского маяка можно было увидеть с 10и метровой мачты примерно за 55 км.

Задача 78. Бегемотик Бру мечтает подняться на воздушном шаре так, чтобы видеть вдаль на 100 км. На какую высоту ему необходимо подняться и не понадобится ли ему для этого кислородная маска?

Решение. Отметим, что высота подъема воздушного шара очень мала по сравнению с радиусом Земли. Поэтому вновь воспользуемся формулой 
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 км. Имеем: 
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. Бру может осуществить мечту, поднявшись на воздушном шаре на высоту чуть меньше 800 м. Это не такая уж и большая высота, и кислородного голодания Бру испытывать не будет.

Задача 79. Когда Лу поднимется на космическом корабле на 200 км от поверхности Земли, какую самую дальнюю от ракеты точку Земли он будет видеть?
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Решение. 200 км – это уже солидное расстояние, и мы пренебрегать им не станем. Вновь по теореме о квадрате касательной 
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 (км). Заметим, что космические корабли как раз и летают на высоте примерно 200 км от Земли. Дело в том, что для меньшей высоты трудно преодолеть сопротивление воздуха. А когда высота больше, чем 200 км, то корабль попадает под воздействие лучей, весьма вредных для здоровья космонавтов.

Задача 80. Ходят слухи, что если неутомимый путешественник гепард Прыг «прилунится», то его зоркий глаз будет видеть на Луне вдаль на 10 км. Так ли это? Глаз Прыга находится на высоте 1м.

Решение. Радиус Луны равен 1750 км. Тогда, вновь применив формулу 
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 (км). Получается, что на Луне зоркий Прыг будет видеть меньше, чем на 2 км.
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Отметим, что Прыг, как и любое другое тело на Луне, будет весить примерно в 5 раз меньше, чем на Земле. Вот здорово: напрыгается до отвала!..
Глава XIII
О Солнечных пятнах и протуберанцах
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Ну что ж, так исстари ведется – 

Бывают пятна и на Солнце.

Конечно, это неприятно…

Но Солнце – Солнце, даже в пятнах!..

Л.Киселев
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Больше всего пятна на Солнце нравятся жирафу Джуру. Еще бы – и у Солнца, и у него есть свои собственные пятна! Кто еще может похвастаться этим? В то время, как большинство зверят при появлении пятен на Солнце чувствует себя весьма неважно (бегемотик Бру, например, просто лежит и глотает одну за другой таблетки), жираф Джур гордо, весело и энергично шествует по саванне.
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Впервые солнечные пятна наблюдал в телескоп Галилео Галилей, сказавший о нашей планете Земля: «А все-таки она вертится!» (хотя в ту пору мало кто в это верил). Пятна на Солнце опровергали теорию Аристотеля, который говорил о хрустальной, неприкосновенной чистоте небес. А тут на тебе: какие-то пятна, от которых никуда не деться. Заметим, что от солнечных пятен, оказывается, на Земле зависит многое: самочувствие и настроение людей и зверей; рост цветов, трав и деревьев; урожай зерна и многое-многое другое. Сами же пятна – это области пониженной температуры на Солнце. Там, где температура пониже, не так ярко (а вообще на Солнце температура ~6000ºC). Вот и получаются пятна. Когда зверята начинали изучать геометрию, они, глядя в телескоп, заметили вот такое огромное пятно ABCD (на рис. 78 оно заштриховано), и по нему изучили, что 
[image: image526.wmf]°

=

Ð

+

Ð

180

C

A

, а также 
[image: image527.wmf]°

=

Ð

+

Ð

180

D

B

, что на языке геометрии означает: сумма противоположных углов вписанного четырехугольника равна 180º.
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Лу и его Друзья наблюдали в телескоп также очень красивое явление, когда массы яркого газа, как пламя, поднимались на тысячи километров над Солнцем. Это – знаменитые протуберанцы. Однажды картинка сложилась вот такая – рис. 79. По ней зверята доказали еще одну важнейшую теорему геометрии: 
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. Если четырехугольник описан около окружности, то суммы его противоположных сторон равны.
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Но, надо сказать, это было очень давно. Сейчас зверята, наблюдая протуберанцы и солнечные пятна, решают более сложные задачи, наиболее интересные из которых мы сейчас рассмотрим.

Задача 81. На Солнце радиуса R найдите площадь заштрихованного пятна, если ABCD – квадрат, а дуги зеркально отражены относительно сторон квадрата (рис. 80).

Решение. Поскольку диагональ квадрата равна 2R, то его сторона равна 
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 (площадь поверхности Солнышка). 
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. Тогда площадь 4х дуг равна: 
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. Чтобы найти площадь пятна, необходимо от площади поверхности Солнца отнять площадь 8и дуг: 
[image: image533.wmf])

4

(

)

2

(

2

2

2

2

2

4

O

пятна

p

p

p

-

=

-

-

=

-

=

R

R

R

S

S

S

. 
Задача 82. Диаметр Солнца 2R разделен на 4 равных отрезка. На полученных отрезках построены полуокружности. В результате получилось 2 пятна (на рис. 81 они заштрихованы). Найдите: а) площадь одного пятна; б) длину контура одного пятна.
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Решение. а) Нетрудно показать, что площадь поверхности пятен равна остальной поверхности Солнца (из соображения симметрии). А площадь одного пятна равна площади любого «незапятнанного» участка. Поэтому площадь одного пятна составляет 
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Задача 83. Найти площадь заштрихованного на рис. 82 пятна, состоящего из двух равных частей, если длина 
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 (2R – диаметр Солнца), то 
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Задача 84. Однажды, наблюдая в телескоп 
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 часть Солнца, зверята заметили 2 пятна: (1) и (2) (рис. 83). Стали они спорить, какое больше по площади. Джур, как специалист по пятнам, утверждал, что 
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. Слоненок Лу произвел вычисления и сказал… Что сказал Лу?

Решение. OK делит четвертую часть круга пополам, поэтому площадь сектора OKB равна 
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. Площадь полукруга, построенного на OB как  на диаметре, равна 
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, то есть площади сектора OKB и полукруга равны. Если от равных площадей отнять одну и ту же площадь (в крапинку), то останутся равные площади. Значит, сказал Лу, гепард Прыг прав и 
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Задача 85. Однажды, наблюдая протуберанцы, бегемотик Бру, видимо, слегка перегрелся и стал утверждать, что нижняя половина диска Солнца развернулась на 180º и получилось 2 полу-Солнца с диаметрами 
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BA

AB

2

1

=

=

 (рис. 84). Будем думать, что, к счастью, такого не произошло. Но если на минуту представить, что бегемотик прав, то давайте сравним площади заштрихованных протуберанцев с площадью круга диаметра BD.
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Решение. Площадь круга диаметра 
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, как и площадь поверхности всего Солнца, равна 
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. А чтобы найти площадь протуберанцев, надо от площади полукруга диаметром 
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 отнять две половинки площади поверхности Солнца, т. е. 
[image: image561.wmf]2

2

2

)

2

(

2

1

R

R

R

S

p

p

p

=

-

=

. Вот и получается, что площадь протуберанцев равна площади поверхности Солнца.
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Заметим, что эта задача была придумана за пару тысяч лет (с хвостиком) до Бру. Великий Архимед, изучая геометрию окружностей, составил такую конструкцию. Она сегодня называется арбелос Архимеда. Дело в том, что «арбелос» у греков – это сапожный ножик, который по очертаниям выглядит совсем как протуберанец бегемотика Бру.

Задача 86. Совсем недавно зверята наблюдали удивительно красивую картину: пятно на Солнце имело форму квадрата ABCD, а протуберанцы были в виде четырех одинаковых дуг Q с центрами O1; O2; O3; O4 в серединах сторон квадрата (рис. 85). Что же больше: площадь пятна или всех протуберанцев? И на сколько?
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Решение. Поскольку радиус Солнца равен R, то диагональ квадрата равна 2R, его стороны 
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. Оказывается, пятно и протуберанцы занимают одинаковую площадь! 

Заметим, что и эта задача пришла к нам из Древней Греции. Если Вы что-нибудь слышали о луночках Гиппократа, то это они!..

А теперь самостоятельно посражайтесь со следующими задачами.
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Задача 87. Найдите площадь кольца, занимаемого протуберанцами, если радиус Солнца R, а 
[image: image570.wmf]R

R

5

6

1

=

(рис. 86).

Задача 88. На верхней половине солнечного диска образовалось маленькое Солнышко и вот такое пятно (рис. 87). Найдите площадь пятна, если 
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Задача 89. Найдите площадь трехлепесткового пятна, если ∆ABC – равносторонний, а дуги зеркально отражены относительно сторон треугольника (рис. 88). Радиус Солнца по-прежнему равен R.
Задача 90. На Солнце радиуса R найдите площадь заштрихованного пятна, если ABCDEF – правильный 6и-угольник, а дуги зеркально отражены относительно его сторон (рис. 89).
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Глава XIV
Телескоп – это же гомотетия!
Телескоп в переводе с греческого – это «смотрящий вдаль». Как здорово, когда у тебя есть телескоп и ты можешь наблюдать звездное небо! На котором, кстати, можно найти созвездие Телескоп! Зверята знают, что телескоп изобрели дети. Ну, может быть, это слишком громко сказано, но дело было так…
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Один из голландских мастеров-оптиков, живший в XVII веке, дал своим сыновьям поиграть линзами собственного изготовления. Дети играли-играли и… Случайно расположили линзы так, что далекая колокольня в окошке стала близкой, а ее нечеткое изображение – четким! «Папа, скорее иди сюда!» – наверняка закричали дети. 
– О том, что произошло с папой, понять нетрудно!.. – заключил эту забавную историю слоненок Лу.

Слух об изобретении подзорной трубы вскоре разлетелся по всей Европе. Достиг он и Италии, где жил Галилео Галилей. Галилей решил сам изготовить подзорную трубу. Он изучил законы преломления и отражения света, подобрал линзы и, наконец, изготовил первый телескоп, который увеличивал всего в 3 раза. Но уже третий телескоп Галилея давал увеличение в 34 раза! Это, несомненно, было уже кое-что! Тогда Галилей, по его словам, «оставил дела земные и обратился к делам небесным». Он увидел горы и долины на поверхности Луны; звездочки, вращающиеся вокруг Юпитера (его спутники), и многое-многое другое.

Началась эра телескопов. Сначала они были из линз, позже – из зеркал. В современные телескопы видны звезды в миллионы раз более слабые, чем те, что наблюдал Галилей. Имеются даже телескопы, работающие в космосе: атмосфера Земли уже не мешает им наблюдать за космическими телами.
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То, что происходит в телескопе, в геометрии называется гомотетией (если честно, в телескопе все намного сложнее, но аналогия есть).

Гомотетия – это особый вид подобия. Ее главные элементы: центр гомотетии A и коэффициент гомотетии k (он показывает, во сколько раз предмет увеличивается или уменьшается). А еще известно, что соответствующие точки при гомотетии лежат на одной прямой с центром. На рис. 90 гомотетия с центром A и 
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 переводит ∆(1) в ∆(2). А гомотетия с центром A и 
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 переводит ∆(1) в ∆(3). Вот и все! Давайте теперь посмотрим, какие задачи на гомотетию решают Лу и его Друзья, готовясь к космическому путешествию.
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Задача 91. Впишите квадрат в данный ∆ABC.
Решение. Нарисуем маленький квадрат N1N2N3N4 (рис. 91). Затем, применив гомотетию с центром в точке C, «расширим» его до искомого  квадрата T1T2T3T4.
Задача 92. На стороне BC треугольника ABC дана точка K. Постройте 
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Решение. Построим маленький отрезок 
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На E1F1 как на диаметре построим полуокружность (рис. 92). AK пересечет ее в точке K1. Очевидно, что 
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. Тогда ∆E1K1F1 – маленькая «копия» ∆EKF. Остается ее «расширить». Проведем 
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 и 
[image: image581.wmf]1

1

F

KF||K

. Треугольник EKF – искомый.

Задача 93. Впишите в данный ∆ABC треугольник KNT, стороны которого перпендикулярны сторонам треугольника ABC.
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Решение. Строим маленький ∆XYZ, в котором 
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 (рис. 93). «Расширяем» его до ∆XEF, произведя гомотетию с центром X. А затем производим расширение ∆XEF до искомого ∆KNT (гомотетия с центром C).
Задача 94. В окружности проведено два радиуса OA и OB. Проведите хорду KN, которая делилась бы радиусами на 3 равные части.
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Решение. Соединяем A и B, строим на прямой AB точки C и D – такие, что 
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 (рис. 94). CO и DO пересекут окружность в искомых точках K и N.

Задача 95. Гомотетия с каким центром и каким коэффициентом переводит ∆M1M2M3 в ∆ABC (M1; M2; M3 – середины BC, AC и AB соответственно)?
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Решение. Линейные размеры ∆M1M2M3 в 2 раза меньше, чем у ∆ABC (он состоит из средних линий треугольника ABC). M – центроид ∆ABC и 
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. В треугольнике M1M2M3 отрезок M1K – медиана и 
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 (т. к. 
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). Таким образом, т. M является центроидом и в ∆M1M2M3. Итак, центроид ∆M1M2M3 переходит в центроид ∆ABC, то есть M – центр гомотетии. 

Понятен тогда и коэффициент гомотетии: так как M1 переходит в A и 
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Задача 96. Воспользовавшись задачей 95, покажите, что центр описанной окружности O, центроид M, ортоцентр H треугольника ABC лежат на одной прямой. При этом  
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Решение. Поскольку M – центр гомотетии треугольников M1M2M3 и ABC, O – ортоцентр в ∆M1M2M3 (
[image: image593.wmf]3
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) и H – ортоцентр в ∆ABC, то точки O и H лежат на одной прямой с центром гомотетии M. А так как 
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Заметим, что прямая O-M-H носит название прямой [image: image880.wmf]Рис. 94
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Эйлера, потому что именно Леонард Эйлер, работая в Петербургской Академии Наук, первым доказал это важнейшее свойство для произвольного треугольника.

Несколько задач на гомотетию зверята предлагают нам решить самостоятельно.

Задача 97. Внутри угла BAC дана точка K. Найдите на стороне AB точку X – такую, что 
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, где 
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(рис. 97).
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Задача 98. Дан ∆ABC. Постройте 
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 – так, чтобы 
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 (рис. 98).

Задача 99. Через точку K, лежащую внутри угла A, проведите окружность так, чтобы она касалась сторон угла.

Задача 100. Впишите в данный ∆ABC треугольник, стороны которого параллельны сторонам данного треугольника KNT (рис. 99).
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Глава XV
Архимед и задача о трисекции угла
[image: image883.wmf]Ломик
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В саванне, где живут знакомые нам зверята, все знают это имя – Архимед! Почему? Начнем с того, что до недавнего времени математики всего мира пользовались числом Архимеда: 
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. Архимед (~287-212 гг. до н. э.) изобрел также метод масс, которым и сегодня с успехом пользуются в геометрии и физике. Его имя носит вот такая кривая [image: image601.wmf]. Это – улитка Архимеда. Кстати говоря, наша Галактика – Млечный Путь – очень напоминает по форме улитку Архимеда. Однажды Архимед сказал: «Дайте мне точку опоры, и я сдвину Землю!» И это было не хвастовство, а строгий расчет: если бы можно было изготовить лом длиной в несколько миллионов километров (и он не сломался бы от своего веса), то Архимеду вполне удалось бы сдвинуть нашу планету с орбиты.

Архимед открыл и доказал множество геометрических теорем и лемм (вспомогательных теорем). Он изучал параболу, правильные многогранники, вписывал шар в цилиндр. Он открыл закон плавания тел, воскликнув: «Эврика!» («Я нашел!»). Он изобрел водонапорную машину – Архимедов винт. А созданные им механизмы, крючья и блоки разили римлян, помогая защищать родной город Архимеда – Сиракузы.
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Рис. 100

Архимед проводил астрономические наблюдения, измерял видимый диаметр Солнца, расстояние от Земли до Луны, до Солнца, до Сферы неподвижных звезд (в те времена думали, что звезды прикреплены к некоторой сфере). Архимед своими руками изготовил полую вращающуюся сферу с механизмом внутри – модель нашей Галактики. И все в его модели было как в действительности, на его взгляд: двигались Солнце и Луна, а с ними еще 5 планет. Правда, Архимед ошибся, полагая, что они вращаются вокруг Земли. Известный римский оратор и общественный деятель Цицерон видел этот прибор через 200 лет после гибели Архимеда. Он был восхищен действием сферы – на модели можно было даже наблюдать, как происходит солнечное затмение!..
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Рис. 101
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Лу и его Друзья не перестают удивляться разнообразию талантов Архимеда. Но больше всего им нравится задача Архимеда, связанная с трисекцией угла – одной из трех знаменитых задач древности. Вот она: с помощью циркуля и линейки разделите произвольный угол на 3 равные части. Заметим, что никому в мире эта операция не удавалась! А в XIX веке было доказано, что задача не может быть решена с помощью циркуля и линейки в принципе. Хотя и сегодня встречаются отважные упрямцы, пытающиеся осуществить трисекцию произвольного угла. Бегемотик Бру, например, не сомневается, что решит эту задачу и войдет в историю математики.

В чем ошибка бегемотика? Он думает, что если разделить хорду AB на 3 равные части (а это легко сделать – см. задачу 3), то и дуга AB разделится на 3 равные части. А значит, то же самое произойдет и с углом AOB (рис. 100). Однако на самом деле дуги AE и BF равны, а дуга EF больше, чем любая из них (попробуйте доказать это сами!..).

Знал ли Архимед, что трисекция угла невозможна? Не сомневаемся, что знал! Потому и придумал «метод вставок», а вместе с ним – такую чудесную задачу!
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Рис. 102
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Задача 101 (Архимед). Дан угол 
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. Из точки O как из центра радиусом 
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 проведена окружность. Представим, что с помощью циркуля и линейки удастся «вставить» отрезок 
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, как показано на рис. 101. Докажите, что трисекция угла AOB в таком случае будет выполнена.

Решение. Заметим сразу, что циркулем и линейкой «вставить» отрезок 
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 невозможно, однако сама задача придумана Архимедом здорово! Не случайно зверята решили ее несколькими способами!..
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Рис. 103
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I способ (слоненок Лу). Обозначим 
[image: image606.wmf]CDO

Ð

 через φ и покажем, что в таком случае 
[image: image607.wmf]j

a

3

=

Ð

=

AOB

 (рис. 102). 
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 (внешний для ∆AOD).

[image: image888.wmf]Рис. 104

x

b

a

II способ (мангуст Потли-Потли). Итак, 
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. Соединим B и C (рис. 103). Тогда 
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 (внешний для ∆COD) и, следовательно, 
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  – вписанный, а 
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 – центральный. При этом оба угла опираются на дугу AB. Значит, 
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Рис. 105
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Рис. 106
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Рис. 107
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III способ (зебра Зея). Он основан на том факте, что угол с вершиной вне круга равен полуразности дуг, его заключающих, то есть 
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  (рис. 104; докажите это самостоятельно!). Тогда, поскольку 
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 (рис. 105). Пусть 
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 как раз и есть угол с вершиной вне круга. Значит, 
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, откуда 
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 – центральный, то и он равен 
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IV способ (дикобраз Дик). Проведем 
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 (рис. 106). Тогда 
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 (внутренние накрест лежащие). Так как 
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 (тоже внутренние накрест лежащие при параллельных прямых). Значит, 
[image: image636.wmf]j

3

=

Ð

AOB

.

V способ (черепашонок Топик с мамой и папой). Продлим AO до пересечения с окружностью в точке N (рис. 107). Тогда 
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 (внешний для ∆AOC). Но 
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 и, следовательно, вертикальный с ним 
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Да, к сожалению, «вставка» отрезка 
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 неосуществима с помощью циркуля и линейки (как любые другие «вставки», которых было придумано довольно много после Архимеда). Зато какая игра ума и фантазии! Какая изящная и интересная задача Архимеда! И сколько разных способов ее решения придумали зверята!.. Попробуйте отыскать свои способы решения этой задачи!
Глава XVI
«Хороший» угол между звездами!
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Давайте представим, что слоненок Лу и его Друзья из точки A наблюдают в телескоп за звездами B и C (рис. 108). При этом угол α, под которым видны звезды, может быть самым различным. Иногда с этим углом необходимо проделывать некоторые операции, что зверятам очень нравится. Они спорят, математически доказывая свою правоту. Ошибаются, находят ошибки и снова берутся разгрызать эти «крепкие орешки» – задачи. Понятно, что для произвольного угла трисекция невыполнима. Но ведь есть некоторые углы – назовем их «хорошими», которые можно разделить циркулем и линейкой на 3 равные части. Есть просто красивые, занятные задачи с «хорошими» углами, которые зверята успешно решают.
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Задача 102. Постройте угол 45º и выполните его трисекцию – чтобы угловые расстояния между звездами L и K; K и T; T и M получились по 15º (рис. 109).
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Решение. На прямой m выбираем произвольную точку A и восстанавливаем из нее перпендикуляр n к прямой m (рис. 110). Это – простейшая операция (выполните ее!). Затем строим биссектрису l прямого угла, что также легко сделать. В стороне строим прямоугольный треугольник с катетом, составляющим половину гипотенузы (рис. 111). Это позволяет получить угол 30º. Отложив его на угле 45º, получим 15º и 30º. Наконец, биссектриса угла 30º позволит получить необходимое.

Задача 103. Угол BAC равен 19º. Постройте угол  в 1º (рис. 112).
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Решение. Мы уже можем построить угол 15º (задача 102). Отложив его на угле 19º, мы имеем угол 4º. Дважды построив биссектрису этого угла, получим сперва угол 2º, а затем 1º. Заметим, что эту задачу зверята могут решить и другим способом. А Вы?
Задача 104. Дан угол 54º. Разделите его на 3 равные части.

Решение. Перпендикуляр из точки A к AC позволит получить 
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 (рис. 113). Проведя его биссектрису l, получим угол 18º. Остается на угле BAC дважды отложить угол, равный 18º.

Задача 105. Одним циркулем разделите данный угол 54º на 3 равные части.
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Решение. Выбираем на угле 54º звездочки B и C так, чтобы 
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. Из центра A этим же радиусом (
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) «крутим» окружность (рис. 114). Сделав из звездочки C три последовательных засечки тем же радиусом, получим точку N, диаметрально противоположную C (докажите!). Затем раствором циркуля, равным BC, делаем последовательно 3 засечки: первая совпадает с B,  потом E и F. Нетрудно сосчитать, что 
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. Теперь из C раствором, равным FN, выполняем 2 засечки – точки T1 и T2. Очевидно, что 
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Задача 106. Найдется ли такой угол, что его трисекцию можно выполнить одной линейкой?

Решение. Да, это угол 270º (рис. 115). 
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Задача 107. На прямой l постройте циркулем и линейкой:

1) угол 30º – тремя линиями;

2) угол 15º – четырьмя линиями.
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Решение. а) 1ая линия – окружность из произвольной точки O прямой l любым радиусом 
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 (рис. 116). 2ая линия – засечка из точки B раствором, равным R, на окружности. Получим точку C. 3ья линия – соединяем A и C. Поскольку 
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 (вписанный, опирается на диаметр) и катет 
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б) Первые 2 линии совпадают с задачей а). 3ья линия – из A как из центра раствором AC строим окружность, которая пересечет прямую l в точке 
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 (рис. 117). 4ая линия – соединяем C и T. Действительно, 
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, и внешний для ∆TAC угол CAB равен 30º.

А теперь – несколько задач с «хорошими» углами для самостоятельного решения.

Задача 108. Осуществите трисекцию угла BAC, если он равен: а) 90º; б) 135º; в) 180º.

[image: image904.wmf]Рис. 119

A

I

O

C

B

Задача 109. Дан угол 7º. Постойте угол в 1º.

Задача 110. Со звезды A две наиболее отдаленные точки планеты O радиуса R видны под углом 60º (рис. 118). Найдите AO.

Задача 111. На прямой l тремя линиями постройте угол 60º.
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Задача 112. Звезды A, B и C образуют треугольник. При этом центры вписанной и описанной окружностей треугольника ABC зеркальны относительно BC (рис. 119). Найдите углы ∆ABC.

Глава XVII
Всюду симметрия!

[image: image906.wmf]Рис. 120

l

Симметрии в мире очень много: в природе, в космосе, в геометрии – везде! Само это слово по-гречески означает «пропорциональность», «одинаковость в размещении частей». В далекой древности слова «симметрия», «гармония», «красота» означали одно и то же. Окружность на плоскости и шар в пространстве, наверное, самые симметричные и гармоничные фигуры. А разве не симметрично расположены уши слоненка Лу, глаза бегемотика Бру, усы гепарда Прыга и даже полоски зебры Зеи?

Бабочки, снежинки, рыбы, домики, звездочки, планеты, космические корабли, кольца Сатурна – везде есть симметрия.

Симметрия бывает осевой (или зеркальной) – как, например, для буквы [image: image655.png]


 (такой вид на небе имеет созвездие Кассиопея).
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В геометрии биссектриса l любого угла является его осью симметрии (рис. 120).

[image: image909.wmf]Рис. 124

a

a

x

30

º

30

º

6

0

º

6

0

º

[image: image910.wmf]Рис. 127
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А еще симметрия может быть центральной, когда есть центр симметрии O. Как, например, в параллелограмме точка пересечения его диагоналей (рис. 121).

В смысле симметрии лучше всех опять выглядит окружность, у которой есть центр симметрии O (центр окружности). И сколько хочешь осей симметрии, проходящих через O (рис. 122)!

Даже квадрат не может похвастаться такой гармонией. Центр симметрии O у него тоже есть, а вот осей – не сколько хочешь, а всего лишь 4 (рис. 123).

Надо сказать, что понимание симметрии, знание ее свойств очень помогает нашим зверятам решать геометрические задачи, к которым вообще-то давно уже пора перейти.

Задача 113. Как с помощью симметрии древние греки доказывали, что катет, лежащий против угла 30º, равен половине гипотенузы?
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Решение. x=2a. Смотрите рис. 124 (так говорили в старину, когда решение было видно из рисунка). 
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Задача 114. Через данные точки A и B окружности O проведите 2 равные параллельные хорды.

Решение. Смотрите рис. 125.
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Задача 115. Дан острый угол A с недоступной вершиной и точка K на одной из сторон угла (рис. 126). Найдите построением длину отрезка AK.
Решение. Из точки K восстанавливаем перпендикуляр KN к другой стороне угла. Из точки N под углом 2, равным углу 1, проводим луч, который пересечет прямую KA в точке A1. Очевидно, что 
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 (из соображений симметрии). Остается измерить длину отрезка KA1.

Задача 116. Окружности O1 и O2 пересекаются в точках A и B. Через A проведите линию, чтобы она в пересечении с окружностями давала хорды равной длины.
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Решение. Строим окружность O3, симметричную O2 относительно точки A (центра симметрии) – рис. 127. Она, помимо точки A, пересечет окружность O1 в точке C. Прямая CA в пересечении с O1 и O2 даст хорды CA и AD равной длины (покажите это самостоятельно!).

Задача 117 (игра «Закрой Луну»). Лу и Бру на большую нарисованную Луну выкладывают маленькие круглые фишки. Фишки можно ставить только на свободные места. Даже чуть-чуть  перекрывать нельзя. И сдвигать фишки нельзя. Выигрывает тот, после чьего хода уже нельзя поставить ни одной фишки. Кто выиграет при правильной игре?

[image: image915.wmf]Рис. 126
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Решение. Многие из так называемых задач на выигрышную стратегию решаются с помощью симметрии. В том числе и эта. Выигрывает первый игрок, если он будет правильно играть (не важно, Лу или Бру). А правильная стратегия заключается в том, чтобы первую фишку поставить в самый центр Луны. Затем – повторять ходы партнера, ставя каждый раз фишку симметрично только что поставленной им относительно центра. В какой-то момент партнер «иссякнет» и не сможет сделать ход.

Задача 118 (Архимед). В круге радиуса R две перпендикулярные хорды AB и CD, пересекаясь, делятся точкой K на отрезки a; b; c; d (рис. 128). Докажите, что 
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Решение. 
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 (из прямоугольных треугольников CKB и AKD – теорема Пифагора). Проведем через центр O ось симметрии 
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. Пусть EF – зеркальное отражение CD относительно l. Тогда 
[image: image661.wmf]CD

CE

^

 и 
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. Поскольку 
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, то ED – диаметр. Теперь получается, что и 
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 (вписанный, опирается на диаметр). По теореме Пифагора для ∆EAD имеем: 
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. Итак, 
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, что и требовалось доказать!
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Несколько задач на симметрию предлагаем решить самостоятельно.

Задача 119. Центр 
[image: image668.wmf]O

 окружности, проходящей через B и C, лежит на биссектрисе угла BAC (рис. 129). Докажите, что а) 
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; б) 
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; в) 
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.
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Задача 120. Дан угол с недоступной вершиной A. Удвойте этот угол.

Задача 121. Дана окружность с центром O  и точки A и B вне окружности (рис. 130). Одним циркулем  постройте точки пересечения окружности  с прямой AB.

Задача 122. Одна за другой в ряд нарисованы 2006 незакрашенных звездочек. Играют гепард Прыг и жираф Джур. За один ход можно закрасить либо одну звездочку, либо две соседних. Проиграл тот, кому на[image: image918.png]


до ходить, а все звездочки уже закрашены. Первым ходит Прыг, а вторым – Джур. Найдите выигрышную стратегию. Другими словами, кто победит: Джур или Прыг?

Задача 123. Через данную точку K проведите  отрезок AB, концы которого лежат на данных окружностях O1 и O2, причем 
[image: image672.wmf]KB
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 (рис. 131). 
Глава XVIII
Клавдий Птолемей, его система

мироздания и его теорема
Легче, кажется, двигать самые

Планеты, чем постичь их движение.

Птолемей
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Рис. 132
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Не будем улыбаться над тем, что Клавдий Птолемей ошибался, полагая Землю неподвижной и, к тому же, находящейся в центре Вселенной. Ведь в те времена (II век н.э.) так мало еще было известно о мироздании!.. Звезд насчитывалось 1028. Луна в качестве одной из планет вращалась вместе с Меркурием, Венерой, Солнцем, Марсом, Юпитером и Сатурном вокруг Земли. Причем по довольно сложному закону. Вот, например, Меркурий М вращается по небольшому кругу вокруг некоторой точки P (рис. 132). Сама же точка P движется вокруг неподвижной Земли по кругу. Именно так все и происходит…

И все же главный труд Птолемея «Альмагест», состоящий из 13 книг, был огромным шагом вперед в астрономии. И человечество потом еще почти 15 столетий жило по Птолемею!
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С именем Птолемея связаны и наибольшие достижения греческой тригонометрии. Он хоть и не знал синусов, косинусов и тангенсов, но, опираясь на труды Гиппарха (~190-125 гг. до н.э.), составил знаменитые таблицы хорд дуг окружности. Работать с хордами или синусами – это почти одно и то же, потому что синус равен половине такой хорды (рис. 133). Действительно, из ∆AOK 
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Таблица хорд Птолемея, сохранившаяся до наших дней, соответствует таблице синусов от 0º до 90º (через четверть градуса) и при этом – с 5ью верными знаками после запятой. Потрясающая точность!

Птолемей ввел понятия длины и ширины: измерения вдоль Средиземного моря он называл длиной, а поперек моря – шириной. Сегодня этому соответствует долгота и широта местности.

Таблицами Птолемея долгое время успешно пользовались мореплаватели…
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Слоненок Лу, готовясь к полету в космос, разобрался в довольно непростой теореме Птолемея. Эта теорема помогала Птолемею в составлении таблиц хорд. А сегодня она помогает решать многие геометрические задачи. Лу поделился доказательством теоремы с Друзьями. Не без труда зверята разобрались в ней. А решив несколько задач с применением теоремы Птолемея, полюбили ее.

Теорема Птолемея. Если четырехугольник вписан в окружность, то сумма произведений его противоположных сторон равна произведению его диагоналей. Или, согласно рис. 134, 
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Доказательство. Отложим BK так, чтобы 
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. Поскольку 
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 (вписанные, опираются на одну дугу), то ∆ABK и ∆DBC подобны (у них все углы равны). Тогда 
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 (1). С другой стороны, треугольники CBK и DBA тоже подобны (
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 – вписанные, и 
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). Значит, 
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 (2). Сложив левые и правые части равенств (1) и (2), получим: 
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. Но так как 
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. Теорема доказана!

А вот какие задачи удалось решить зверятам, воспользовавшись теоремой Птолемея.
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Задача 124. Около равностороннего ∆ABC описана окружность. На дуге AB взята произвольная точка K. Докажите, что 
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 (рис. 135).

Решение. Пусть сторона ∆ABC равна a. Четырехугольник KACB вписан в окружность. Значит, по теореме Птолемея: 
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. После сокращения на a, получим требуемое.
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Задача 125. В треугольнике ABC одна сторона равна полусумме двух других сторон: 
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 (такой треугольник называется разностным). Докажите, что в нем 
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 (I – точка пересечения биссектрис, W – точка пересечения продолжения биссектрисы угла A с описанной окружностью ∆ABC).

Решение. Соединив W с вершинами B и C, получим вписанный четырехугольник ABWC (рис. 136). То теореме Птолемея имеем: 
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. Поскольку по теореме «трилистника» 
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 (задача 23), то 
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. Сократим на a и учтем, что 
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Задача 126. Во вписанном четырехугольнике ABCD диагональ AC является биссектрисой угла A (рис. 137). Докажите справедливость формулы: 
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Решение. Поскольку 
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. Значит, хорды, стягивающие эти дуги, равны: 
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 местами отрезки b и c, получим: 
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Задача 127. Точка K внутри квадрата ABCD такова, что 
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 и 
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. Найдите KO, где O – центр квадрата.
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Решение. 
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 и 
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. Значит, точки A; O; K; D лежат на одной окружности, диаметр которой – отрезок AD (рис. 138). Пусть 
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С остальными задачами, в решении которых может помочь теорема Птолемея, зверята еще сражаются. Постарайтесь помочь им.

Задача 128. Основания равнобокой трапеции a и b, боковая сторона c, а диагональ d. Докажите, что 
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Задача 129. Дан прямоугольный ∆ABC, у которого сумма катетов 
[image: image716.wmf]m
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. На гипотенузе AB во внешнюю сторону построен квадрат с центром O (рис. 139). Найдите CO.

Задача 130. На дуге CD описанной окружности квадрата ABCD взята произвольно точка K. Докажите, что 
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Задача 131. Точка K внутри равностороннего ∆ABC такова, что 
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. Известно, что 
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. Найдите KO, где O – центр равностороннего треугольника.
Глава XIX
Удивительная окружность!
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Рис. 140

Увы, созвездие Слона ни на южном, ни на северном небе пока не обнаружено!.. Поэтому любимым созвездием для Лу остается созвездие Южный Треугольник. Его международное название на латинском языке звучит очень красиво: Triangulum Australe. Слоненок утверждает, что если долго и внимательно смотреть в телескоп, то можно заметить маленькие звезды, которые по окружности, как ожерелье, как бы надеты на его любимое созвездие. Может быть, это действительно так, а может, слоненок выдает желаемое за действительное. Чтобы убедиться, нужен очень мощный телескоп. А еще лучше – полететь к созвездию Южный Треугольник! Но это произойдет позже, когда Лу будет хорошо знать геометрию. Кстати, в классической геометрии у каждого треугольника такая окружность, такое ожерелье есть. Удивительно красивая окружность! Давайте расскажем о ней Слоненку Лу и его Друзьям! Не окажется ли, что именно такую окружность видел Лу, разглядывая в телескоп созвездие Triangulum Australe?..
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Рис. 141
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Пусть в серединах сторон треугольника ABC горят звезды M1; M2; M3 (рис. 140). Опишем окружность около ∆M1M2M3, что сделать довольно легко (центр окружности – точка пересечения серединных перпендикуляров к его сторонам). Пусть H1; H2; H3 – звездочки, горящие в основаниях высот треугольника ABC. Треугольник H1H2H3 называется ортоцентрическим. Опишем около него окружность (рис. 141). Пусть также звездочки E1; E2; E3 расположены соответственно в серединах отрезков AH, BH, CH (H – ортоцентр ∆ABC). Опишем окружность около ∆E1E2E3 (рис. 142). Так вот, потрясение состоит в том, что на всех трех рисунках – одна и та же окружность!!! Ее впервые открыл Леонард Эйлер в 1756 году, работая в Петербургской Академии Наук. Она сегодня так и называется: окружность Эйлера или окружность 9 точек.
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Докажем, что в любом ∆ABC  9 точек: M1; M2; M3; H1; H2; H3; E1; E2; E3 лежат на одной окружности (рис. 143). 

Доказательство. M2E3E2M3 – прямоугольник (
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 - как средние линии соответственно в ∆AHC и ∆AHB). Пусть Q – точка пересечения диагоналей прямоугольника M2E3E2M3. Таким же образом можно показать, что и M1M2E1E2 – прямоугольник. Поскольку у обоих прямоугольников диагональ M2E2 – общая, то диагонали у них равны. Значит, и диагональ E1M1 пройдет через точку Q и разделится ею пополам. Следовательно, Q – центр окружности, описанной около каждого из прямоугольников. Итак, мы уже показали, что 6 точек: M1; M2; M3; E1; E2; E3 лежат на одной окружности. Заметим, что 
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. Тогда H1 лежит на окружности с диаметром E1M1. Это та же самая окружность! Аналогично для точек H2 и H3. Получается уже 9 точек!

Вот такая она, окружность Эйлера.

У каждого треугольника своя, но обязательно существует! 

Нравится?

И это еще что! Сейчас мы расскажем, какими замечательными свойствами эта окружность обладает!..

Задача 132. O – центр описанной окружности ∆ABC, H – его ортоцентр. Докажите, что центр окружности Эйлера – середина отрезка OH.
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Доказательство. M1H1 – хорда в окружности Эйлера. Поэтому t – серединный перпендикуляр к ней – содержит диаметр окружности Эйлера (рис. 144). Поскольку прямая t – содержит среднюю линию трапеции OM1H1H, то Q – середина OH – принадлежит t. Аналогично M2H2 – хорда в окружности 9 точек и n – серединный перпендикуляр к M2H2 – также содержит диаметр окружности Эйлера и также проходит через точку Q (OM2H2H – трапеция). Следовательно, Q – середина OM – центр окружности Эйлера.

Задача 133. Докажите с помощью окружности Эйлера важную формулу геометрии треугольника: 
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Доказательство. Пусть прямая M1Q пересечет AH в точке T (рис. 145). Из равенства треугольников QOM1 и QHT – по стороне и 2м углам (
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) –  следует, что 
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. Но QM1 – радиус окружности Эйлера. Значит, и QT – тоже. Тогда T лежит на окружности Эйлера, и при этом T принадлежит отрезку AH. То есть 
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 – серединой AH. Следовательно, 
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, что и требовалось доказать!..

Задача 134. Докажите, что радиус окружности Эйлера равен 
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 (R – радиус описанной окружности около треугольника ABC).
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Доказательство. Поскольку M1T – диаметр окружности Эйлера (рис. 145) и 
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 (т.к. M1TAO – параллелограмм), то 
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Задача 135. K – произвольная точка окружности, описанной около треугольника ABC. Докажите, что середина отрезка KH лежит на окружности 9 точек.

Доказательство. Пусть E – середина KH и Q – середина OH – центр окружности 9 точек (рис. 146). Соединим O с K и Q с E. Очевидно, что 
[image: image733.wmf]R

OK

=

. QE – средняя линия в треугольнике KOH. Значит, 
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 и точка E лежит на окружности Эйлера.
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Задача 136. Высота ha треугольника ABC пересекает описанную окружность в точке N1. D – основание перпендикуляра из точки Q на BC (рис. 147). Докажите, что 
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Доказательство. Пусть 
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 (задача 133). Известно также, что 
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 (см. решение задачи 24, рис. 24). Пусть 
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 (средняя линия в трапеции OM1H1H). Значит, 
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Задача 137. Докажите, что окружность Эйлера прямоугольного треугольника касается описанной около него окружности.
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Доказательство. Поскольку вершина C прямого угла – ортоцентр ∆ABC, а середина гипотенузы AB – точка M3 – центр описанной окружности ∆ABC, то Q – середина CM3 – является центром окружности Эйлера (рис. 148). Проведем через вершину C касательную t к описанной окружности около ∆ABC (
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). При этом t – касательная и к окружности Эйлера (
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). Следовательно, обе окружности касаются.

Задача 138. H2H3 – диаметр окружности Эйлера некоторого треугольника ABC. Найдите угол A.

Решение. Соединим H2 и H3 с точкой M1 – серединой BC (рис. 149). Очевидно, 
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 (вписанный и опирается на диаметр). 
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 (медианы, проведенные к гипотенузам соответственно в треугольниках BH2C и BH3C). Тогда 
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 (из ∆CH2M1), а 
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 (из равнобедренного ∆BH3M1). Но 
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 (развернутый угол). 
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, откуда 
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Слоненок Лу уверяет, что именно такую окружность он видел в телескоп в созвездии Южный Треугольник. Мы же, в свою очередь, уверяем, что не менее интересные задачи на окружность Эйлера предлагаются для самостоятельного решения.

Задача 139. Докажите, что 
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Задача 140. В равнобедренном треугольнике окружность Эйлера касается основания. Докажите.

Задача 141. Верно ли, что в равнобедренном треугольнике вписанная окружность и окружность Эйлера совпадают?

Задача 142. Для треугольников ABC и BHC (H – ортоцентр) окружность Эйлера одна и та же. Докажите!

Задача 143. В данную окружность вписываются всевозможные прямоугольные треугольники. Где находятся центры окружностей Эйлера всех этих треугольников?

Задача 144. Центр окружности Эйлера остроугольного треугольника ABC находится на биссектрисе угла A. Найдите угол A.

Ответ. 60º.

Задача 145. Докажите, пользуясь окружностью Эйлера, самое знаменитое неравенство в треугольнике: 
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 (R и r – соответственно радиусы описанной и вписанной окружностей треугольника).

И последнее. Однажды Петербургской Академии Наук было поручено выполнить довольно сложную работу по расчету траектории кометы, пролетавшей вблизи Земли. Академики посчитали, что на это уйдет несколько месяцев кропотливого труда. Леонард Эйлер взялся выполнить работу в 3 дня. И выполнил!

Вот какой человек открыл для нас удивительную окружность – окружность 9 точек!
Григорий Филипповский – учитель математики Русановского лицея г.Киева.
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