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                                        СУММИРОВАНИЕ
     Задача отыскания сумм вида:
 ƒ(х) + ƒ(х + а) + ƒ(х + 2а) + ƒ(х + 3а) + … + ƒ(х + nа), где ƒ(х)  элементарная  функция будет  решена, если удастся подобрать такую  элементарную  функцию  g(х), которая  с функцией                                                                                                  

ƒ(х) связана соотношением: ƒ(х) = g(х + а) – g(х). Покажем это. 
      Пусть удалось подобрать g(х) так, что    ƒ(х) = g(х + а) – g(х)
                                                                         ƒ(х + а) = g(х + 2а) – g(х + а)
                                                                         ƒ(х + 2а) = g(х + 3а) – g(х + 2а)
                                                                         …………………………………………..
                                                                          ƒ(х + nа) = g(х + (n + 1)а) – g(х + nа)
          Складывая эти равенства почленно, получим
     ƒ(х) + ƒ(х + а) + ƒ(х + 2а) + ƒ(х + 3а) + … + ƒ(х + nа) = g(х + (n + 1)а) – g(х).
            Общего приёма по которому для заданной функции ƒ(х) можно найти «суммирующую функцию» g(х) не существует. Её обычно подбирают. 
              Рассмотрим приёмы суммирования некоторых функций.
                   I. Суммирование конечных последовательностей 
                          общий член которых – многочлен целого вида.
              Предварительно  вычислим S1, S2, S3, где
                        S1 – сумма членов натурального ряда от 1 до n 
                    S2 – сумма квадратов членов натурального ряда от 1 до n
                    S3 – сумма кубов членов натурального ряда от 1 до n
               1.   Отыскать сумму          S1 = 1 + 2 + 3 + … + n. 

          (Впредь через S1 будем обозначать сумму п- первых членов натурального ряда)

               Используем формулу:  (n + 1)2 – n2 = 2 ∙ n +1.
                Подставляя в этом равенстве вместо n последовательно числа 1, 2, 3, …, n  получим
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                       22 – 12 = 2 ∙ 1 + 1, 
                       32 – 22 = 2 ∙ 2 + 1,
      +               42 – 32 = 2 ∙ 3 + 1,
             ………………………….

             (n + 1)2 – n2 = 2 ∙ n +1.
             (n + 1)2 – 12 = 2(1 + 2 + 3 + …+ n) + n
             n2 + 2 n + 1 – 1 = 2 S1 + n, откуда     S1 = 
          2.  Отыскать сумму        S2 = 12 + 22 + 32 +  … + n2.

      (Впредь через S2 будем обозначать сумму квадратов п - первых членов натурального ряда)
         Рассмотрим разность
                                 (n + 1)3 – n3 = 3 n2 + 3 n + 1.
          Подставляя в этом равенстве вместо n последовательно числа 1, 2, 3, … , n  получим
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                      23 – 13 = 3 ∙ 12 + 3 ∙ 1 + 1, 

                         33 – 23 = 3 ∙ 22 + 3 ∙ 2 + 1,
         +             43 –  33 = 3 ∙ 32 + 3 ∙ 3 + 1,

                …………………………………...

                 (n + 1)3 – n2 = 3 ∙ n2 + 3 ∙ n + 1.
                  (n + 1)3 – 1  =  3 S2 + 3 ∙ S1 + n.          Но S1 =                            .           
                Тогда   n3 + 3n2 + 3n – n –                 = 3S2
                 2n3 + 3n2 + 4n – 3n = 6 S2
                      n (2n2 + 3n + 1) = 6 S2.   Откуда S2 =
                 3.   Отыскать сумму        S3 = 13 + 23 + 33 +  … + n3.

      (Впредь через S3 будем обозначать сумму кубов п - первых членов натурального ряда)
         Рассмотрим разность

                                 (n + 1)4 – n4 = 4 n3 + 6 n2 + 4 n + 1.

          Подставляя в этом равенстве вместо n последовательно числа 1, 2, 3, … , n  получим
                      24 – 14 = 4 ∙ 13 + 6 ∙ 12 + 4 ∙ 1 + 1, 

                         34 – 24 = 4 ∙ 22 + 6 ∙ 22 + 4 ∙ 2 + 1,
         +              44 – 34 = 4 ∙ 33 + 6 ∙ 32 + 4 ∙ 3 + 1,

                         ……………………………………...

                 (n + 1)4 – n4 = 4 ∙ n3 + 6 ∙ n2 + 1.
                  (n + 1)4 – 1 = 4 ∙ S3 + 6 ∙ S2 + 4 ∙ S1 + n.                                        
   n4 + 4n3 + 6n2 + 4n = 4 S3 +                              +                     + п
    n(n 3 + 4n2 + 6n + 3) – n(n +1) (2п +1) – 2п(п +1) = 4 S3
      n(n +1)(n2 + 3n + 3) – n(n +1) (2п +1) – 2n(n +1) = 4 S3
      n(n +1)(n2 + 3n + 3 – 2n – 1–2) = 4 S3 , откуда               S3 =
.           
                  4. Отыскать сумму.
                S = 2 ∙ 5 + 5 ∙ 8 + 8 ∙ 11 + … + (3п – 1) (3п + 2)
                                                               ап = 9n2 + 3n – 2
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                                          2 ∙ 5 = 9 ∙ 12 + 3 ∙ 1 – 2, 

                                    5 ∙ 8 = 9 ∙ 22 + 3 ∙ 2 – 2,
         +                       8 ∙ 11 = 9 ∙ 32 + 3 ∙ 3 – 2

                …………………………………...

                (3п – 1) (3п + 2) = 9 ∙ n2 + 3 ∙ n – 2.
                                                 S = 9 S2 + 3 S1 – 2 n
         но    S1 =                 ,       S2 =                                
          S =                                  +                     –  2 n =                                                 
                   =                                              = 3п2 + 6п + 1
               5. Отыскать сумму.
         S = 1 ∙ 4 ∙ 7 + 4 ∙ 7 ∙ 10 + 7 ∙ 10 ∙ 13 + … + (3п – 2) (3п + 1) (3п + 4)
         ап = (9n2 – 3n – 2) (3п + 4) = 27п3 + 36n2 – 9n2 – 12п – 6п – 8
            ап = 27п3 + 27n2 –18п  – 8
                                       1 ∙ 4 ∙ 7   = 27∙ 13 + 27 ∙ 12 – 18 ∙ 1 – 8, 

                                           4 ∙ 7 ∙ 10 = 27∙ 23 + 27 ∙ 22 – 18 ∙ 2 – 8,
         +                              7 ∙ 10 ∙ 13 = 27∙ 33 + 27 ∙ 32 – 18 ∙ 3 – 8
                ……………………………………………………………….

                (3п – 2) (3п + 1) (3п + 4) = 27∙ п3 + 27 ∙ n2 – 18 ∙ n – 8.
                                                 S = 27S3 + 27S2 – 18 S1 – 8n
         но    S1 =                        S2 =                               S3 =
        S = 27                     + 27                             – 18                  – 8n   
     После преобразования получим    S =
          6. Отыскать сумму.
                S = 2 ∙ 12 + 3 ∙ 22 + 4 ∙ 32 + … + (п + 1) n2          ап =  п3 + n2
[image: image5.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

12

1

2

1

                                          2 ∙ 12 = 13 + 12, 

                                    3 ∙ 22 = 23 + 22,
                    +             4 ∙ 32 = 33 + 32
                                …………………...

                             (п + 1) ∙ n2 = n3 + n 2.
                                                 S =  S3 + S2 
         но    S3 =                 ,                                      S2 =                                
              S =                      +                                =                                  +                  =
                 =                                          =
                   II. Суммирование конечных последовательностей у которых                

                       общий член – рациональный многочлен.
        При  суммировании конечных последовательных с общим членом
      используем разность                       =         –
               7. Отыскать сумму.
                                    +          +          + … +                                    
        Решение.
                                    +          +          + … +                      =              
    =       –        +       –       +        –        + … +          –             =        –              =
               8. Отыскать сумму.
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Bajaui Ha MiICyMOBYBAHHS MAIOTH BeJMKe 3HAUEHH.
AJS MATeMaTHMYHOro pO3BMTKY yuHiB. IlizcymoByBaHH!
TPUIOHOMETPHYHMX BMpa3iB 3AIHCHIOETHCA DISHHMM CII

Hali6isbin BXXKMBAHMM B TPUI'OHOMeTpii crocofoM Imij
CYMOBYBaHHS € NPEACTABJNEHHS CILJLHONO WIEHa ¢
pisHMNel0 neBHMX GYHKILIN.

TIpu mizcymoByBaHHi cuHyciB abo KocHHYyCIiB, api
MEHTH SKHX YTBODIOIOTE apudMeTHdHy mNporpeciio
pisHMIEI0 o, JOCHTH IIYKAHYy CyMy MOMHOXKHTH
AimaTa Ha 2 sin% i Bci ;OGYTKM mepeTBOPHTH B C:

Hpexaax 15.1. Bnaittu cymy
S =sin a + sin 2a + sin 3a +... + sin na.
Poap’szammn. OCKiJEKH apryMeHTH yTBOPIOIOTH apH

MeTH4HY Nporpeciio 3 pisHUIEI o, TO, ITOMHOXKMB

o6uBi wacTMHM monepefHboi piBHOCTI Ha 2 sin %,

MaeMmo:
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                                    +          +            + … +                                    
               Решение.

        При  суммировании используем разность                        
                                                                  =                       –
                =                +          +            + … +                              =      
    =                 –        +       –       +       –        + … +              –                         =                                                                                           
     =          1 –                  = 
∙
         9. Отыскать сумму.
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                                       +               +              + … +                    

            Решение.        При  суммировании используем разность                                                              
                                              =                             –
                                       +               +              + … +                       =                    

       =                  –          +          –          +          –            + … +              –                     =                         
       =                     –                          =                         
10. Отыскать сумму.
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                             +                    +                      +    …    +                                      
   Решение.
                             +                    +                      +    …    +                                    =                                      

                               –            +             –             +                –                +    …    +                                 –                                                                                                           
       –                            =                    –                          =
11. Отыскать сумму.
                             +                    +                      +    …    +                                      
     Решение.

                               +                    +                      +    …    +                                          =       

                           –               +                –                 +                      –                    +    …    +       
   +                               –                             =                 –                           =                                                               
        III. Разбиение данной суммы на несколько простых
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Hpnxaan 15.3. O6uuciutu cymy

S = sin a - sin 20 + sin 8a — ... + (-1)" ' sin na.
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     9 + 99 + 999 + … + 999…9 = 
                                                n
(10–1) + (10–1) + (10–1) +…+ (10…0 – 1) ==   111 … 10 – n 
                                                     n                             n
     7 + 77 + 777 + … + 777…7 =        (9 + 99 + 999 + … + 999…9) = 
                                               n                                                                n
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(111…1 – n). 
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Npuxnany 15.4. 3naditu cymy
S =sin® o + sin® 20 + sin” 3a + ... + sin® no.
Pogp’szamma. Ilepm 3a Bce 3HM3MMO CTENiHb TPH-
TOHOMETPHMYHMX (YHKIiN, oTpuMaemo:

1—w32a+1—m4a+1—c056a
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S= ot

1-cos 2no _n_ cos 20 + cos 4a + cos 6a. +...+ cos 2na

N T 2 e

B uncensHUKY Apo6y NpaBopyd MaeMo CyMy KOCHHYCIB

KyTiB, IO YTBOPIOIOTH apH(pMeTHYHy nporpeciio 3 pis-

Huneio 2o. Ik i B monepefHBOMY NpPUKJIAZi, TOMHOMKHMO
i posgimmmo Bci wieHw njei cymMmm Ha 2 sin o

n 1
5=2 4aina

(2 sin o cos 20 + 2 sin o cos 4o +

+ 2 sin o cos 6a + ... + 2 sin a cos 2na) =

B__ Ll (inBa-sin o+ sin 5o - sin 80 +sin To —
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1 ∙ 1! + 2 ∙ 2! + 3 ∙ 3! + … + (n  –  1) ∙ (n  –  1)! + n ∙ n!
         При  суммировании используем разность
      n ∙ n! = (n  +  1)! – n!
        Решение.
1 ∙ 1! + 2 ∙ 2! + 3 ∙ 3! + … + (n  –  1) ∙ (n  –  1)! + n ∙ n! =
2! – 1! + 3! – 2! + 4! – 3! + … + n! – (n  –  1)! + (n  + 1)! – n! =

= (n  + 1)! – 1
                         Cуммирование тригонометрических выражений
      Задачи на суммирование имеют большое значение для математического развития учащихся. Суммирования тригонометрических выражений осуществляется различными способами.
      Наиболее употребительным в тригонометрии способом суммированием является представление общего члена суммы разницей определенных функций.
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      При суммировании синусов или косинусов, аргументы которых образуют арифметическую прогрессию с разностью а достаточно искомую сумму умножить и разделить на             - и все произведения превратить в суммы.

Пример 1. Найти сумму

Решения. Поскольку аргументы образуют арифметическую прогрессию с разностью а, то, умножив обе части предыдущего равенства на
имеем:
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Замечания. Если                  = 0, т.е. а = 2nk, нет решения.
Но понятно, что при

Ответ:
. Пример 2. Найти сумму

Решение. Поскольку аргументы образуют арифметическую прогрессию с разницей 4а, то, умножив обе части предыдущего равенства на 2 sin 2а, получаем:

         2S sin 2а = 2 sin 2а cos а + 2 sin 2а cos 5а +
Аналогично примеру 1 имеем ответ:
. 
Пример 3. Найти сумму
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Решение. Поскольку аргументы образуют арифметическую прогрессию с разницей а,  а выражение                        преобразовывается в сумму, 

то, умножив обе части предыдущего равенства на 2sin 2а, получаем:

Пример 4. Найти сумму

[image: image16.jpg]-l Gin@r+l)a-smna)=
4 sin o .

(SIE]

n _cos (n+1) asin no
2 sin o "
fxmo o =7k, T0 S=0.

Hpuxaapy 15.5. Buadimu cymy

8 = sin® o + sin® 20 + sin® 3a. + ... + sin® na.
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Решение. Понижая степень тригонометрических функций, получим:
В числителе дроби имеем сумму косинусов углов, образующих арифметическую прогрессию с разницей 2(. Умножим и разделим все члены этой суммы на  2sinа.
Пример 5. Найти сумму
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ctg % - ctg o = cosec a,

OTPHMAEMO S=ctg§—ctgx+ctg%—ctg§+

X *

+‘..+ct¢2_”— 2

x
= ctg 2.”—ctgx=

I

+
08 X cos 2x cos 2x cos 3o







п(п+1)


    2





п(п+1)


    2





3(п2+п)       


    2





п(п +1) (2п+1)


            6





6п(п+1)( 2п+1)


            6





п(п+1)


    2





   4п(п +1) 


       2





   п2(п +1)2


       4





 п2(п +1)2


       4





  п(6п2 +12п + 2)


            6





п(6n2 + 9n + 3 + 3 + 3n – 4)


            2





3п(п+1)


    2





9п(п +1) (2п+1)


            6





п(п +1) (2п +1)


            6





п(п +1) (2п+1)


            6





п(п+1)


    2





п(п+1)


    2





п(п +1) (2п+1)


            6





 п2(п +1)2


       4





 п(27 п3 +90 n2 + 45n – 50)


                    4





 п2(п +1)2


       4





п(п +1) (2п +1)


            6





 п(п +1) (2п +1)


            6





 п2(п +1)2


       4





  1


4∙5





  1


5∙6





  1


3∙4





  1


п +1





 1


 п





     1


п(п +1)





        1


    п(п+1)





 п(п +1) (п +2) (3п +1)


            12





 п(п +1) (3n2 + 7п +2)


            12





п(п+1)


    2





п(п+1)


    2





2п+1


    2





    1


(п+2)(п+3)





имеем 





чётном 





и





    1


(п+2)(п+3)





  1


5∙6





  1


4∙5





  1


3∙4





1


3





1


4





1


4





1


5





1 


5





1  


6





   1


п+2





  1


п+3





1


3





  1


п+3





  п


3(п+3)





  1


1∙5





  1


5∙9





  1


9∙13





    1


(4п–3)(4п+1)





  1


2∙3





 1


2∙3





    1


п(п+1)(п+2)





 1


 4





  1


3∙4∙5





  1


2∙3∙4





 1


 4





  1


4п+1





   1


4п–3





1  


13





1 


9





1


9





1


5





1


5





1


1





     1


(4п–3)(4п+1)





 1


 4





  1


4п+1  +1





  1


4п–3  +1





    1


(4п–3)(4п+1)





  1


9∙13





  1


5∙9





  1


1∙5





  1


1∙2∙3





  п


4п+1





  1


4п+1





  1


3∙4





  1


3∙4





  1


4∙5 





 1


 2





   1


п(п+1)





       1


(п+1)(п+2)














13. Отыскать сумму.





14. Отыскать сумму.








12. Отыскать сумму.

















нечётном 





имеем 





 1


1∙2 





    1


п(п+1)(п+2)





     1


(п+1)(п+2)





  1


п(п+1)  








 1


 2





    1


п(п+1)(п+2)





  1


3∙4∙5





  1


2∙3∙4





  1


1∙2∙3





� EMBED Equation.3  ���





 1


1∙2 





       1


(п+1)(п+2)








    1


(4п–1)(4п+3)(4п+7)





       1


(п+1)(п+2)








        1     


    2(п+2)








    1


11∙15∙19








    1


7∙11∙15








    1


3∙7∙11








   2п2 + 3 п


21(4п+3)(4п+7)








Решение.





 1


 3





       1


(4п+3)(4п+7)





       1


(4п+3)(4п+7)








 1


 8





 1


3∙7





      1


(4п–1)(4п+3)





  1


11∙15





 1


1∙2∙3∙7





  1


11∙15





  1


7∙11





  1


7∙11





  1


11∙15





    1


3∙4∙5∙6





    1


п (п+1)(п+2)( п+3)





 1


3∙7





       1


(п+1)(п+2)








 1


 8





            1     (4п+3)(4п+7)








    1


1∙2∙3∙4








    1


2∙3∙4∙5





      1


п (п+1)(п+2)





  1


4∙5∙6





  1


3∙4∙5





  1


3∙4∙5





  1


2∙3∙4





  1


2∙3∙4











16. Отыскать сумму.








� EMBED Equation.3  ���





16. Отыскать сумму.








IV. Задания разные





.








15. Отыскать сумму.














    1


(4п–1)(4п+3)(4п+7)





    1


11∙15∙19








    1


7∙11∙15








    1


3∙7∙11








    1


п (п+1)(п+2)( п+3)





    1


3∙4∙5∙6





    1


2∙3∙4∙5





    1


1∙2∙3∙4








      1


(п+1)(п+2)(п+3)





 1


 3





 1


1∙2∙3∙7





      1


(п+1)(п+2)(п+3)





 п3 + 6п2 + 11п  


18(п+1)(п+2)(п+3)





Но имеем (пример 1)











Решение. Найти сумму





или





                  Запишем выражение в виде





Другие приёмы суммирования





Возвращаясь к равенству (*), получим:





Пример 6. Найти сумму








Используя полученную формулу, будем иметь:





откуда

















    Решение. 








Пример 7. Найти сумму








Где S1 – сумма, рассмотренная в задаче 6.








Пример 8. Найти сумму








 Пример 9. Вычислить сумму








 Решение. Используем формулу








Получим








 Решение. Используем формулу








Получим








 Пример 10. Вычислить сумму








 Решение. Используем формулу








Получим








откуда








 Используя полученную формулу, получим








 Используя полученную формулу  (*) , получим
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